高 等 数学 
第 六 版 ЕЖ 


同济 大 学 数学 系 Эн 


s 高 等 教育 出 版 社 


HIGHER EDUCATION PRESS 


| Ё 


普通 高 等 教育 “十 一 五 "国家 级 规划 教材 
кч рот Жү мз 
п = -) f 
第 六 版 上 册 


高 等 教育 出 版 社 


内 容 提要 


本 书 是 同济 大 学 数学 系 编 《高 等 数学 ?的 第 六 版 ,依据 最 新 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 
教学 基本 要 求 ", 为 高 等 院 校 工科 类 各 专业 学 生 修 订 而 成 。 

本 次 修订 时 对 教材 的 深 广度 进行 了 适度 的 调整 ,使 学 习 本 课程 的 学 生 都 能 达到 合格 的 要 
求 ,并 设置 部 分 带 * 号 的 内 容 以 适应 分 层次 教学 的 需要 ;吸收 国内 外 优秀 教材 的 优点 对 习题 
的 类 型 和 数 重 进行 了 调整 和 充实 ,以 帮助 学 生 提高 数学 素养 .培养 创新 意识 .掌握 运用 数学 工 
具 去 解决 实际 问题 的 能 力 ; 对 书 中 内 容 进一步 锤炼 和 调整 ,将 征 分 方程 作为 一 元 函数 微 积分 
的 应 用 移 到 上 册 ,更 有 利于 学 生 的 学 习 与 掌握 。 

本 书 分 上 .下 两 册 出 版 ,上 册 包 括 函 数 与 极限 .导数 与 偏 分 .微分 中 值 定 理 与 导数 的 应 用 、 
不 定 积分 . 定 积分 及 其 应 用 ,微分 方程 等 内 容 , 书 末 还 附 有 二 ,三 阶 行列 式 简介 , 几 种 常用 的 曲 
线 .积分 表 .习题 答案 与 提示 。 
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本 书 第 六 版 是 在 第 五 版 的 基础 上 ,遵循 以 下 几 条 原则 进行 修订 的 。 

1. 按照 精品 课程 教材 的 要 求 ,在 保持 本 书 第 五 版 优点 .特色 的 前 提 下 ,继续 
坚持 改革 ,反复 锤炼 ,努力 反映 国内 外 高 等 数学 课程 改革 和 学 科 建 设 的 最 新 成 果 
和 最 高 水 平 ,体现 创新 教学 理念 ,有 利于 激发 学 生 自 主 学 习 , 有 利于 提高 学 生 的 
综合 素质 和 创新 能 力 。 

2. 教材 的 定位 进行 适当 调整 ,使 得 修订 后 教材 深 广 度 的 高 限 与 第 五 版 的 要 
求 基 本 保持 不 变 ,而 低 限 完全 符合 非 数 学 类 专业 数学 基础 课程 教学 指导 分 委员 
会 制定 的 新 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 ", 以 适合 当前 我 国 各 类 
高 校 工科 类 专业 本 科教 学 根据 不 同 的 教学 要 求实 施 分 层次 教学 的 需要 。 为 此 ， 
在 修订 版 中 ,对 于 超过 新 的 教学 基本 要 求 的 内 容 , 涉 及 一 节 、 一 目 或 有 标题 的 内 
容 均 采 用 * 号 标 出 ,其余 的 情形 则 采用 异体 字 排 印 , 有 关 习 题 也 采用 以 * 号 标 
出 ;对 于 新 的 教学 基本 要 求 中 的 个 别 内 容 , 如 涉及 向 量 分 析 的 内 容 , 本 书 第 五 版 
中 体现 不 够 ,在 修订 时 给 予 适当 的 补充 ;对 于 新 的 教学 基本 要 求 中 指明 的 为 某 些 
相关 专业 选用 的 基本 内 容 , 也 以 * 号 标 出 。 

3. 教材 的 习题 配置 是 教材 的 重要 组 成 部 分 ,是 高 等 数学 课程 教学 中 实现 教 
学 要 求 ,提高 教学 质量 的 重要 环节 。 修 订 时 努力 吸收 国内 外 一 些 优秀 微 积分 教 
材 在 习题 配置 方面 的 优点 ,对 本 书 第 五 版 中 的 习题 做 较 多 的 调整 ,包括 增加 概念 
复习 题 .图 形 题 .应 用 题 .综合 题 等 ,习题 的 总 量 也 适当 增加 。 

4. 根据 本 书 第 五 版 出 版 以 来 广大 同行 和 读者 在 教学 实践 中 的 意见 和 建议 ， 
进行 局 部 修订 ,包括 本 书 上 .下 册 内 容 的 适当 调整 。 修 订 时 ,将 “微分 方程 "一 章 
内 容 移 至 上 册 作 为 第 七 章 ,” 空 间 解 析 几 何 与 向 量 代 数 "一 章 内 容 移 至 下 册 作 为 
第 八 章 。 

本 版 修订 工作 仍 由 印 伯 难 、 骆 承 钦 完 成 。 新 版 中 存在 的 问题 ,欢迎 广大 专 
家 .同行 和 读者 继续 给 予 批评 指正 。 


жя Ж 
二 〇 OO 六 年 七 月 


第 五 版 前 言 


本 书 第 五 版 是 在 第 四 版 的 基础 止 ,根据 我 们 多 年 的 教学 改革 实践 ,按照 新 形 
势 下 教材 改革 的 精神 ,进行 全 面 修订 而 成 的 。 在 修订 中 ,我 们 保留 了 原 教材 的 系 
统 和 风格 及 其 结构 严谨 .逻辑 清晰 .叙述 详细 .通俗 易 懂 、 例 题 较 多 、 便 于 自学 等 
优点 ,同时 注意 吸收 当前 教材 改革 中 一 些 成 功 的 改革 举措 ,使 得 新 版 能 更 适合 当 
前 教学 的 需要 ,成 为 适应 时 代 要 求 ,符合 改革 精神 又 继承 传统 优点 的 教材 。 

新 版 为 更 好 地 与 中 学 数学 教学 相 衔接 ,上 册 从 一 般 的 集合 ,映射 引入 函数 概 
念 , 精 简 了 基本 初等 函数 的 基础 内 容 ;为 有 利于 培养 学 生 的 能 力 和 数学 素养 , 渗 
透 了 一 些 现代 数学 的 思想 ,语言 和 方法 ,适当 引用 了 一 些 数学 记号 和 逻辑 符号 ， 
文字 作 了 适当 简化 ;为 适应 高 等 数学 课程 教学 时 数 减少 的 情况 ,在 保证 《高 等 数 
学 课程 教学 基本 要 求 》 的 前 提 下 ,对 一 些 内 容 作 了 适当 精简 和 合并 ;在 应 用 方面 ， 
增加 了 一 些微 积分 在 科学 技术 经济 管理 和 日 常生 活 等 方面 的 应 用 性 例题 和 习 
题 。 对 第 四 版 中 存在 的 个 别 问题 ,这 次 也 作 了 修订 。 修 改 较 多 的 部 分 涉及 函数 、 
极限 及 向 量 代数 等 内 容 。 | 

这 次 修订 中 ,我 系 的 广大 教师 提出 了 许多 宝贵 的 意见 和 建议 ,特别 是 郭 镜 明 
教授 所 供 了 不 少 好 的 建议 ,我 们 在 此 表示 诚 拟 的 谢意 。 

本 版 修订 工作 由 印 伯 驴 、 骆 承 钦 完 成 。 新 版 中 存在 的 问题 ,欢迎 广大 专家 、 
同行 和 读者 批评 指正 。 | 


а ж 
二 OO 一 年 十 月 


第 四 版 前 言 


关于 本 书 的 修订 问题 ,全 国 高 校 工科 数学 课程 教学 指导 委员 会 曾 于 1992 年 
5 月 的 工作 会 议 上 进行 了 讨论 ,与 会 代表 们 希望 本 书 修改 后 能 更 加 适应 大 多 数 
院 校 的 需要 ,这 也 正 是 我 们 的 愿望 。 因 此 ,我 们 在 修订 时 ,对 不 标 * 号 的 部 分 , 注 
意 控 制 其 深 广 度 , 以 期 使 它 尽量 符合 高 等 工业 院 校 的 《高 等 数学 课程 教学 基本 要 
求 》( 后 称 “ 基 本 要 求 "); 同 时 仍 保留 标 * 号 的 内 容 , 这 些 内 容 都 是 超出 “基本 要 
求 "的 ,可 供 对 数学 要 求 稍 高 的 专业 采用 。 . 

兄弟 院 校 的 同行 ,对 本 书 此 次 修订 也 提出 了 不 少 具 体 意见 ,修订 时 我 们 都 作 
了 认真 考虑 。 在 此 ,我 们 对 课 委 会 及 同行 们 表示 衷心 的 谢意 。 齐 植 兰 . 赵 中 时 、 
谢 树 艺 三 位 教授 审阅 了 本 书 第 四 版 书稿 ,并 提出 不 少 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 感 
谢 。 

本 版 在 每 章 末 增 加 了 总 习题 ,项 望 这 些 总 习题 在 检查 学 习 效果 以 及 复习 方 
面 能 发 挥 作用 。 

本 书 中 用 到 二 .三 阶 行列 式 的 一 些 知识 ,部 分 读者 由 于 阅读 本 书 前 尚未 学 过 
这 方面 的 内 容 ,因而 产生 学 习 上 的 困难 。 为 此 ,本 版 上 册 增 加 了 一 个 附录 ,用 尽 
可 能 少 的 篇 幅 介 绍 有 关 二 ,三 阶 行列 式 的 一 些 简 单 知识 。 

本 书 从 第 二 版 起 的 修订 工作 均 由 同济 大 学 承担 。 第 二 版 修订 工作 的 正文 部 
HERR . 邱 伯 骆 完 成 ,习题 部 分 由 宣 煽 焕 , 郭 镜 明 、 黄 忠 湛 、 王 章 炎 完 成 。 参 
加 第 三 版 修订 工作 的 有 王 福 橄 、 邹 伯 驴 、 骆 承 钦 、 王 章 炎 。 参 加 第 四 版 修订 工作 
的 有 王 福 榴 、 邹 伯 驴 、 骆 承 钦 。 


编 者 
一 九 九 三 年 十 二 月 


第 一 版 前 言 


本 书 分 上 下 两 册 。 上 册 包 括 一 元 函数 微 积分 学 .空间 解析 几何 与 向 量 代 
数 ,下 册 包 括 多 元 函数 微 积分 学 .级 数 、 微 分 方程 线性 代数 和 概率 论 。 各 章 配 有 
习题 , 书 末 附 有 习题 答案 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 高 等 数学 课程 的 试用 教材 或 教学 参考 书 。 

参加 本 书 编写 工作 的 有 同济 大 学 王 福 榴 . 王 福 保 、 蔡 森 甫 . 邱 伯 骆 , 上 海 交通 
大 学 王 嘉 善 ,上 海 纺 织 工学 院 巫 锡 禾 , 上 海 科技 大 学 蔡 天 亮 ,上 海 机 械 学 院 王 孝 
珊 . 周 继 高 ,上 海 铁道 学 院 李 鸿 祥 等 同志 。 

本 书 由 上 海 海运 学 院 陆 子 芬 教授 主 审 。 参 加 审 稿 的 还 有 大 连 工学 院 刘 锡 
琛 ,合肥 工业 大 学 万 迪生 , 何 继 文 ,成 都 电讯 工程 学 院 冯 潮 清 ,西北 工业 大 学 王 德 
如 ,浙江 大 学 盛 骤 、 孙 玉 蚀 ,太原 工学 院 徐 永 源 . 张 宝玉 ,上 海 海运 学 院 朱 幼 文 . 卢 
启 兴 等 同志 。 ° 

审 稿 同志 都 认真 审阅 了 原稿 ,并 提出 了 不 少 改进 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 感 
谢 。 | 

限于 编者 水 平 , 同 时 编写 时 间 也 比较 仓促 ,因而 教材 中 一 定 存 在 不 妥 之 处 ， 
希望 广大 读者 提出 批评 和 指正 。 


纺 者 
一 九 七 八 年 三 月 


第 十 


节 


БИ ЕШ кен лин нн A а ааа Ыры нери; 
НЕЕ РАЗГ аарыы Кы ано qusa apaun i 


一 、 集 合 (1) 2.85 (5) =, 5 (7) 习题 1- 1(21) 


i DE 


一 、 数列 极限 的 定义 (23) Z. 收 往 数列 的 性 质 (28) 习题 1 -2(30) 
函数 的 极限 а. 


一 、 函 数 极限 的 定义 (31) С, 函数 极 限 的 性 质 (36) 习题 1 - 3(37) 


无 穷 小 与 无 穷 大 … 


一 、 无穷小 (39) 二、 无 穷 大 (40) a 


极限 运 a 算法 则 … 

习题 1 -5(49) 

极限 存在 准则 ”两 个 重要 极限 ………… 
习题 1 - 6(56) 


习题 1 -7(59) 
函数 的 连续 性 与 间断 点 - 


一 、 函 数 的 连续 性 (60) 二、 函数 的 间断 点 (62) 习题 1 -— 8(64) 


连续 函数 的 运算 与 初等 函数 的 连续 性 ， 


一 、 连续 函数 的 和 , 差 . 积 、 商 的 连续 性 (66) ”二 、 反 函数 与 复合 函数 的 连续 


性 (66) 三 、 初 等 函数 的 连续 性 (68) 习题 1- 1-9(69) 


闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 Ne 


一 мэн 性 与 最 大 值 最 小 值 定 理 (70) 二 、 零 点 定理 与 介 值 定理 (71) 
三 、 一 致 连续 性 (72) 习题 1 一 10(74) 


总 习题 一 … 


第 二 章 


导数 与 微分 … 


导数 概念 - 


一 、 引 例 (77) 二、 导数 的 定义 (79) 三 、 导 数 的 几何 意义 (83) 


四 、 函 数 可 导 性 与 连续 性 的 关系 (85) 习题 2- 1(86) 


| Re 
、 范 数 的 和 , 差 、 积 . 商 的 求 导 法 则 (88) —. 反 育 数 的 求 导 法 则 (90) 


| 


=. S Dyani 四 、 基 本 求 导 法 则 与 导数 公式 (95) ` 
习题 2- 2(97) 


70 


өз 74 
… 77 
… 77 


88 


第 五 节 


总 习题 二 . 
第 三 章 f 
第 一 节 
第 二 节 


第 三 节 


Е УЖАТ К О О ma С С К О ООЛУ: 
习题 2- 3(103) f 
КАРААН Z 3 ТЕР ЭЕ НУРАЭ ҮЛЭЭХ, ЗЯЭСЛЕ( 6 104 
、 隐 函数 的 导数 (104) 二 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 (107) 

三 、 相 关 变 化 率 (111) JÆ 2-4111) . 

一 、 微分 的 定义 (113) 二 、 微 分 的 几何 意义 (115) 三 、 基 本 初等 函数 的 
微分 公式 与 微分 运算 法 则 (116) ”四 、 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 (119) 

习题 2-5(123). 


| 


|1 


ааш ага “ацан таглаа paga khaka ЧЭВ 
微分 中 值 定理 Мунхаг ИЕ е 
一 、 罗 和 尔 定理 (128) Z., 拉 格 朗 日 中 值 定理 (129) 三 , 柯 西 中 值 定理 (132) 
习题 3 一 1(134) 

|| КОК О К КК КУО Л С ДАЙ 
习题 3- 2(138) 

习题 3 一 3(145) 

函数 的 单调 性 与 曲线 的 四 西 性 е 145 
一 、 范 数 单调 性 的 判定 法 (145) 二、 曲线 的 四 凸 性 与 拐点 (149) 

习题 3- 4(152) 

函数 的 极 值 与 最 大 值 最 小 值 ， a асу ИЕА 


— . НЧА АДОК (154) 二 、 最 大 值 最 小 值 问题 (158) 
习题 3 一 5(162) ' 
EAA. E E EE E E 168 


-习题 3 一 6(169) 


第 八 节 


第 四 章 不 
第 一 节 


一 、 弧 微 分 (169) Z. 曲率 及 其 计算 公式 (170) =. 曲率 圆 与 曲率 
半径 (174) “四 、 曲 率 中 心 的 计算 公式 ” 渐 邮 线 与 渐 伸 线 (175) 
习题 3- 23 
2299 (178) 二 、 切 线 法 (179) 习题 3-8(182) 
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习题 4 一 3(212) 
第 四 节 f M RA AAH PPE E E 
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一 、 定 积分 问题 举例 (223) Z, 定 积分 定义 (225) 三 、 定 积分 的 近似 计算 


(228) 四 、 定 积分 的 性 质 (231) 习题 5 — 1(234) 
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一 、 无穷 限 的 反常 积分 (254) 二 ,无 界 函 数 的 反常 积分 (257) 
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一 、 齐 次 方程 (305) “二 , 可 化 为 齐 次 的 方程 (307) 3988 730309) 
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方程 (318) =, у= f(y,y ) 型 的 微分 方程 (320) JA 7-5(323) 


一 、 二 阶 线性 微分 方程 举例 (323) —. 线性 微分 方程 的 解 的 
结构 (325)" 三 、 常 数 变 易 法 (328) 习题 7- 6(331) 
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8-5 ”函数 与 极限 


初等 数学 的 研究 对 象 基本 上 是 不 变 的 量 , 而 高 等 数学 的 研究 对 象 则 是 变动 
的 量 .所 谓 函 数 关系 就 是 变量 之 间 的 依赖 关系 ,极限 方法 是 研究 变量 的 一 种 基本 
方法 .本 章 将 介绍 映射 .函数 .极限 和 函数 的 连续 性 等 基本 概念 以 及 它们 的 一 些 
性 质 . 


第 一 节 映射 与 函数 


一 、 集 合 


1. 集合 概念 


集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 ,我们 先 通过 例子 来 说 明 这 个 概念 ,例如 ,一 
个 书柜 中 的 书 构成 一 个 集合 ,一 间 教 室 里 的 学 生 构成 一 个 集合 ,全体 实数 构成 一 
个 集合 等 等 .一 般 的 ,所 谓 集 合 (简称 集 ) 是 指 具 有 某 种 特定 性 质 的 事物 的 总 体 ， 
组 成 这 个 集合 的 事物 称 为 该 集合 的 元 素 (简称 元 )， 

通常 用 大 写 拉丁 字母 4A,B,C,… 表 示 集 合 , 用 小 写 拉丁 字母 ce ,5,c,… 表 
示 集 合 的 元 素 .如 果 a 是 集合 A 的 元 素 ,就 说 a MTA, Е aeEAi; 如 果 a 不 
是 集合 A 的 元 素 ,就 说 a 不 属于 A , 记 作 a € A 或 EA. 一 个 集合 , 若 它 只 含 
有 限 个 元 素 , 则 称 为 有 限 集 ;不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ， 

表示 集合 的 方法 通常 有 以 下 两 种 :一 种 是 列举 法 ,就 是 把 集合 的 全 体 元 素 一 
一 列举 出 来 表示 .例如 ,由 元 素 a, ,a;,… ,a, 组 成 的 集合 A ,可 表示 成 
| A=la,a a, li 
另 一 种 是 描述 法 ,者 集合 M 是 由 具有 某 种 性 质 P 的 元 素 的 全 体 所 组 成 的 ,就 
TER И 

М= {х1х 具有 性 质 P}. 
例如 ,集合 B 是 方程 z -1=0 的 解 集 ,就 可 表示 成 
В={х|х°-1=0|. 

对 于 数 集 , 有 时 我 们 在 表示 数 集 的 字母 的 右上 角 标 上 “ * "来 表示 该 数 集 内 
排除 0 的 集 , 标 上 “+ ”来 表示 该 数 集 内 排除 0 与 负数 的 集 . 

习惯 上 ,全 体 非 负 整 数 即 自然 数 的 集合 记 作 М, Вр 


-10,1,2,9 ,7 l; 
全 体 正 整数 的 集合 为 | 
=|1,2,3, n l: 
全 体 整 数 的 集合 记 作 Z, ВП 
Z=þ[fe, n, -2,-1,0,1,2, п, | 
全 体 有 理 数 的 集合 记 作 О, В 


Q= [2lsez, qEN' H р Ууд EË); 


全 体 实 数 的 集合 记 作 R,R" 为 排除 数 0 的 实数 集 ,R' 为 全 体 正 实数 的 集 . 

Ж A.B 是 两 个 集合 ,如 果 和 集合 A 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 则 称 A 是 B 
的 子 集 , 记 作 AC B (ЕА 包含 于 B) 或 BOA ( 读 作 B 包含 A). 

MWERA A 与 集合 B 互 为 子 集 , 即 АСВ 且 BCA， 则 称 集合 A 与 集合 B 
相等 , 记 作 A= B. pa 设 

= |1,2], В={|х|х°-3х+2=0}|, 

ШИ A=B. 

Ж ACB H A 关 B, 则 称 A 是 B 的 真子 集 , 记 作 АСВ. BJ NS ZSEQSR. - 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 . 例 如 

[z|z=€R R х +1=0| | 

是 空 集 ， 因为 适合 条 件 2° 十 1=0 的 实数 是 不 存在 的 . 空 集 记 作 2, 且 规定 空 集 
好 是 任何 集合 A МТЖ, ОСА. 


2. 集合 的 运算 


集合 的 基本 运算 有 以 下 几 种 :并 交差. 
设 А,В 是 两 个 集合 ,由 所 有 属于 A 或 者 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 
A УВ 的 并 集 (简称 并 ), 记 作 AUB, 即 
АШЫВ={х|хЄА # :ЄВ|; 
由 所 有 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 A 与 B 的 交集 (简称 交 ), 记 
ЇЕ АПВ, Вр 
Айй= ЕА НхЄВ|; 
由 所 有 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 A 与 B 的 差 集 (简称 差 ), 记 
作 A\B, 即 | | 
ANB=|[<z|=zCA R.<x € BI. 
有 时 ,我 们 研究 某 个 问题 限定 在 一 个 大 的 集合 工 中 进行 ,所 研究 的 其 他 集 
合 A 都 是 1 的 子 集 .此 时 ,我 们 称 集合 为 全 集 或 基本 集 ; 称 I\A 为 A 的 余 集 
或 补 集 , 记 作 A“ .例如 ,在 实数 集 R 中 ,集合 = ifz10<z 委 二 的 余 集 就 是 
. 2 . 


=|+]|z<0 sk хх>]}. 
集合 的 并 交 、 余 运算 满足 下 列 法 则 . 
W А,В,С 为 任意 三 个 集合 , 则 有 下 列 法 则 成 立 : 
(1) 交换 律 AUB=BUA,， АПВ=ВПА; 
(2) 结合 律 (AUB)UC=AU(BUC)， 
(ANB)NANC=AN(BNC); 
(3) 分 配 律 (AUB)NC=(ANC)U(BNC), 
(ANB)UC=(AUC)N(BUC); 
(4) НЕФ (AUB) = АПВ, 
(ANB) = Аб В. 
以 上 这 些 法 则 都 可 根据 集合 相等 的 定义 验证 . 现 就 对 偶 律 的 第 一 个 等 式 : 
“两 个 集合 的 并 集 的 余 集 等 于 它们 的 余 集 的 交集 "证 明 如 下 :因为 
zE(AUB) >x 4Ф AUB>xz Ё А Н х € ВэхЄА Н = Є В 
=z€ АПВ“, 
所 以 (AUB) САЄ (ВС; 
反之 ,因为 
xE AE NB >rEA° Н Є Вох ¢ А ВН х 6 Въ є AUB 
=» гЄ(АЦВ)“, 
所 以 АСПВЕС(АЦВ)“. 
于 是 (АЦВ) = АСП ВЕ. 
Ж 以 上 证 明 中 ,符号 =>” 表示 “推出 "(或 “蕴含 ”). 如 果 在 证 明 的 第 一 段 
中 ,将 符号 “一 " 改 用 符号 “人马 "( 表 示 “ 等 价 ") , 则 证 明 的 第 二 段 可 省 略 . 
在 两 个 集合 之 间 还 可 以 定义 直 积 或 笛 卡 儿 (Descartes) 乘 积 . 设 А.В 是 任意 
两 个 集合 ,在 集合 A 中 任意 取 一 个 元 素 z, 在 集合 B 中 任意 取 一 个 元 素 y, 组 成 
КАХ (Е, у), 把 这 样 的 有 序 对 作为 新 的 元 素 , 它 们 全 体 组 成 的 集合 称 为 集 
合 A 与 集合 B 的 直 积 , 记 为 AXxB, 即 
АхВ={|(х,у)|хЄАҢУЄВ}. 
例如 ,RXR= |(z,y)|rER,yERI 即 为 xOy 面 上 全 体 点 的 集合 ,RxR 常 记 作 R. 


з. 区 间 和 邻 域 


区 间 是 用 得 较 多 的 一 类 数 集 . 设 a 和 6 都 是 实数 , 且 а<ь. Ж 
{т|а<х<Ь| 
称 为 开 区 间 , 记 作 (4 ,5), 即 
(a,6)= {zla<r<6|. 
a ЖЬ 称 为 开 区 间 (a ,5) 的 端点 ,这 里 a @(a,b),b С (а,Ь). Ж 


{т|а&х<6| 
称 为 团 区 间 , 记 作 [au Б], Вр 
[ae ,5]j= jzle 委 z 委 0 
a 816 也 称 为 闭 区 间 [a ,6 的 端点 ,这 里 a€[a,6b5],bE[a,6]. 
类 似 地 可 说 明 : 
[а,д)=\{х|а<х<5Ь}\, 
(а,5]= {х|а<х<Ь{. 
La Б) (а,Ь 1883828 Л БН. 
A Е АКУ A R PX [a]. ЭХ b-a 称 为 这 些 区 间 的 长 度 . 从 数 轴 上 
看 ,这 些 有 限 区 间 是 长 度 为 有 限 的 线段 . 闭 区 间 [a ,5] 与 开 区 间 (e ,6) 在 数 轴 上 
表示 出 来 ,分 别 如 图 1- 1(a) 与 (b) 所 示 . 此 外 还 有 所 谓 无 限 区 间 . 引 进 记 号 + со 
〈 读 作 正 无 穷 大 ) 及 - оо 〈 读 作 负 无 穷 大 ) , 则 可 类 似 地 表示 无 限 区 间 ,例如 
la, +0)=|xr|r>a}, 
(-œ,b)=|x|r<b}. 
这 两 个 无 限 区 间 在 数 轴 上 如 图 1- 1(c),(d) 所 示 . 


[а. b] (a, b) 


(c) . (d) 
1-1 
全 体 实数 的 集合 R 也 可 记 作 ( - оо, + oo ), 它 也 是 无 限 区 间 
以 后 在 不 需要 辨 明 所 论 区 间 是 否 包 含 端点 ,以 及 是 有 限 区 间 还 是 无 限 区 间 
的 场合 ,我们 就 简单 地 称 它 为 "区间 ”, 且 常用 了 工 表 示 . 
邻 域 也 是 一 个 经 常用 到 的 概念 .以 点 a 为 中 心 的 任何 开 区 间 称 为 点 a 的 邻 
域 , 记 作 U(a). 
W 6 是 任 一 正 数 , 则 开 区 间 (a -6,a+6) 就 是 点 a 的 一 个 邻 域 ,这 个 邻 域 
称 为 点 a 的 6 邻 域 , 记 作 О(а, 5), В 
ШЮ(а,б)-1:1а4-46«ХхКа-81, 
点 a 称 为 这 邻 域 的 中 心 ,8 称 为 这 邻 域 的 半径 (图 1-2). 


ó д 
— Á аана TTT 
a—ó a a+ó x 

图 1-2 


H+Ta-ë8<xz<a+ó8B820(F|<z -4a|<5, 因 此 
Ы(а,ё)=|{хт||җх-а|<8|. 
因为 |z - ai 表示 点 z 与 点 4 间 的 距离 ,所 以 U(a ,6) 表 示 : 与 点 а 的 距离 小 于 
6 的 一 切 点 xz 的 全 体 . 
有 时 用 到 的 邻 域 需要 把 邻 域 中 心 去掉 . 点 а 的 6 邻 域 去 掉 中 心 a 后 , 称 为 点 


a 的 去 心 8 邻 域 , 记 作 0 (а,9),8 


U (а,8)=|х]|0<|х-а|<81. 

这 里 0< |= 一 a | 就 表示 хуба. | | 

为 了 方便 ,有 时 把 开 区 间 (a -5,4) 称 为 a WES 邻 域 ,把 开 区 间 (a ,a + 6) 
称 为 a 的 右 6 邻 域 . 

两 个 闭 区 间 的 直 积 表示 rOy 平面 上 的 矩形 区 域 .例如 

[a,b]x[c,d]=Í(xz,y)|z=C€C[a,b],y€[c,4]], ` 

即 为 хОу 平面 上 的 一 个 矩形 区 域 , 这 个 区 域 在 zx 轴 与 y 轴 上 的 投影 分 别 为 闭 区 
Hle, b MAKEL, d]. 


二 、 了 映射 


1. АЯЙ Ж 


定义 ” 设 义 、Y 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 法 则 .f, 使 得 对 X 中 每 个 元 
Rr RENSE Y 中 有 唯一 确定 的 元 素 y 与 之 对 应 , 则 称 /为 从 X 到 Y 的 映 
射 , 记 作 
f:X>Y, j 
其 中 y 称 为 元 素 z (在 映射 f 下) 的 像 ,并 记 作 f(x), 即 ， 
у= Р(х), | 
而 元 素 х ЖН ЖЖ y (在 映射 / 下) 的 一 个 原 像 ; 集 合 X 称 为 喘 射 了 的 定义 域 ， 
记 作 D,, 即 D, = X ; X 中 所 有 元 素 的 像 所 组 成 的 集合 称 为 映射 了 的 值 域 , 记 作 
Rj 或 /(X), 即 1 
В, = f(X)=|f(z=)|=€ X]. 
从 上 述 映射 的 定义 中 ,需要 注意 的 是 : 
(1) 构成 一 个 映射 必须 具备 以 下 三 个 要 素 :集合 X, 即 定义 域 D = X; 集 合 
Y, 即 值 域 的 范围 :; R, CY ЛД /使 对 每 个 zxEX, 有 唯一 确定 的 y= 
f(z) 与 之 对 应 . . i 
(2) 对 每 个 EX, ER х 的 像 y 是 唯一 的 ;而 对 每 个 y€ R, ,元 素 у 的 原 像 
. 5 . 


不 一 定 是 唯一 的 ;映射 了 的 值 域 R Ж Y 的 一 个 子 集 , 即 RCY, R—E R = Y. 

例 1 设 f:R—R,XFS 4 z€ R,f(z=)=x?2. BR, f 是 一 个 映射 ,f 的 定义 
R D; = К, R = !y|y 之 0} , 它 是 R 的 一 个 真子 集 .对 于 R, 中 的 元 素 y, 除 
y=0 外, 它 的 原 像 不 是 唯一 的 .如 y=4 的 原 像 就 有 x=2 和 z= 一 2 两 个 . 

例 2 W K=l(z=,y)|=? +y=1|,Y= (xz,0)||zx| 二 1},f;X 一 Y, 对 每 
个 (z,y)EX, 有 唯一 确定 的 (z,0)EY 与 之 对 应 , 显然 f 是 一 个 映射 ,f 的 定 
Хр, = X ER R =Y. 在 几何 上 ,这 个 映射 表示 将 平面 上 一 个 圆心 在 原点 的 
单位 圆周 上 的 点 投影 到 > 轴 的 区 间 [ -1,1] 上 . 


йз Asf- Fiaa rej -到 ,到 |],F(z)=sinz. 这 。 
了 是 一 个 映射 ,其 定义 域 D= |[- 2.2] Е,=[-1,1]. 

设 /是 从 集合 X 到 集合 Y 的 映射 , 若 К,= Ү,Ш Y 中 任 一 元 素 y ДХ 
中 某 元 素 的 像 , 则 称 f 为 X 到 Y 上 的 映射 或 满 射 ; 若 对 X 中 任意 两 个 不 同 元 素 
лёх АВИ Ол) Ох), ДК f 29 X 到 Y 的 单身 ;车 映射 既是 单 
射 ,又 是 满 射 , 则 称 f 为 一 一 映射 (或 双 射 ). 

上 面 例 .1 中 的 映射 , 既 非 单 射 ,又 非 满 射 ; 例 2 中 的 映射 不 是 单 射 ,是 满 射 ; 
例 3 中 的 映射 ,既是 单身 ,又 是 满 射 ,因此 是 一 一 映射 . 

映射 又 称 为 算 子 .根据 集合 X、Y 的 不 同情 形 , 在 不 同 的 数学 分 支 中 ,映射 
又 有 不 同 的 惯用 名 称 .例如 ,从 非 空 集 X 到 数 集 Y 的 映射 又 称 为 X ЕЮ, 
从 非 空 集 X 到 它 自身 的 映射 又 称 为 X 上 的 变换 ,从 实数 集 (或 其 子 集 )X 到 实 
数 集 Y 的 映射 通常 称 为 定义 在 X 上 的 函数 . 


2. 逆 映 射 与 复合 映射 


设 f 是 X 到 Y 的 单 射 ; 则 由 定义 ,对 每 个 yE Ri ,有 唯一 的 xEX, 适 合 

f(z)=y. 于 是 ,我 们 可 定义 一 个 从 R, 到 X 的 新 映射 g, 即 
g:Ri>X, 

对 每 个 yC Rj, 规定 (у) = х, з 满足 1(x)=y. 这 个 映射 g ЖЕМ S 
射 , 记 作 f ' ,其 定义 域 Гуч = R,, 值 域 Бү = X. 

按 上 述 定义 ,只 有 单 射 才 存在 逆 映 射 .所 以 ,在 例 1,2,3 中 ,只 有 例 3 中 的 映 
射 f 才 存在 逆 映 射 1”' ,这 个 f"' 就 是 反正 弦 函 数 的 主 值 | 

f ''!(z)=arcsin z, 5ЄГ-1,11, 

其 定义 域 D,-' =[-1,1] 88 R = | - Z, Z ]. 

设 有 两 个 映射 
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g:X—Y,, f: Y,—Z, 
其 中 Y,CY,. 则 由 映射 g 和 了 可 以 定 出 一 个 从 X 到 Z 的 对 应 法 则 , 它 将 每 个 
r€ X 映 成 f[g(x)]€E2. 显 然 ,这 个 对 应 法 则 确定 了 一 个 从 XX 到 2Z 的 映射 ,这 
个 映射 称 为 映射 g 和 了 构成 的 复合 映射 , 记 作 feg, BD 
fg: X—Z, 
(Рв) (х) = fl[g(=z=)],=€ X. 

由 复合 映射 的 定义 可 知 ,映射 g 和 上 了 构成 复合 映射 的 条 件 是 :sg KERR, 
必须 包含 在 f 的 定义 域内 , 即 Р, : 己 D,. 否 则 ,不 能 构成 复合 映射 .由 此 可 以 知 
道 ,映射 z 和 /的 复合 是 有 顺序 的 , z 有 意义 并 不 表示 g S 也 有 意义 .即使 
fg 与 g*f 都 有 意义 ,复合 映射 fo g 与 g*f 也 未 必 相 同 . 

例 4 设 有 映射 g:R 一 [一 1,1], 对 每 个 YER,g(x)=sin xz, 映射 f:[ 一 1,1] 
一 [0,1], 对 每 个 u €[- 1,11, (u) = VTT 81844 z 和 了 构成 的 复合 映射 
f°"g:R 一 [0,1], 对 每 个 +z€ER, 有 

(Ре) (х) = а(х) ]= f(sin z)= Еа. | сов х |. 


=. HK 


1. 函数 概念 


EX RAR DCR, 则 称 映 射 f:D 一 R 为 定义 在 D 上 的 函数 ,通常 简 记 为 
у= (х), хЄр, 
其 中 z 称 为 自 变 量 ,y 称 为 因 变量 ,D 称 为 定义 域 , 记 作 D,, 即 D, = D 
函数 定义 中 ,对 每 个 rE D , 按 对 应 法 则 六 总 有 唯一 确定 的 值 у 与 之 对 应 ， 
这 个 值 称 为 函数 /在 z 处 的 函数 值 , 记 作 f(x), 即 у= f(z). 因 变量 y 与 自 变 
Ë z 之 间 的 这 种 依赖 关系 ,通常 称 为 函数 关系 . 函数 值 f(x) 的 全 体 所 构成 的 集 
合 称 为 函数 S RER E R, 或 f(DD), 即 
R,=f(D)=lyly= Р(х), r€ D|. | 
需要 指出 ,按照 上 述 定义 ,记号 和 f(z) 的 含义 是 有 区 别 的 :前 者 表示 自 变 
Ж ох 和 因 变量 y 之 间 的 对 应 法 则 ,而 后 者 表示 与 自 变量 x 对 应 的 函数 值 .但 为 
了 叙述 方便 ,习惯 上 常用 记号 “F(z),zED" 或 "y= f(x),zxED" 来 表示 定义 在 
D 上 的 函数 ,这 时 应 理解 为 由 它 所 确定 的 函数 f. 
сЕ 除了 常用 的 外， 还 可 用 其 他 的 英文 
字母 或 希腊 字母 ,如 “g”、“F”、“gp” 等 . 相应 的 ,函数 可 记 作 y= р(х), у= 
Е у= 
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y(z). 但 在 同一 个 问题 中 ,讨论 到 几 个 不 同 的 函数 时 ， 为 了 表示 区 别 ， 需 用 不 同 
的 记号 来 表示 它们 . 

函数 是 从 实数 集 到 实数 集 的 映射 ,其 值 域 总 在 R 内 ， 因此 构成 函数 的 要 过 
是 :定义 域 р, 及 对 应 法 则 了 . 如果 两 个 函数 的 定义 域 相同 ,对 应 法 则 也 相同 , 那 
么 这 两 个 函数 就 是 相同 的 ,否则 就 是 不 同 的 . 

函数 的 定义 域 通常 按 以 下 两 种 情形 来 确定 :一 种 是 对 有 实际 背景 的 函数 , 根 . 
据 实际 背景 中 变量 的 实际 意义 确定 .例如 ;在 自由 落体 运动 中 , 设 物体 下 落 的 时 
间 为 1 ,下 落 的 距离 为 ; ,开始 下 落 的 时 刻 : =0, 落 地 的 时 刻 := 本 , 则 s 与 :之 间 
的 函数 关系 是 


:= , t€[0,T]. 


这 个 函数 的 定义 域 就 是 区 间 [0, T] ; 另 一 种 是 对 抽象 地 用 算式 表达 的 函数 ,通常 
约定 这 种 函数 的 定义 域 是 使 得 算式 有 意义 的 一 切实 数组 成 的 集合 ,这 种 定义 域 
称 为 函数 的 自然 定义 域 . 在 这 种 约定 之 下 ,一 般 的 用 算式 表达 的 函数 可 用 “y= 


f(x)" 表 达 , 而 不 必 再 表 出 D,. 例如 ,函数 y= V1-x 的 定义 域 是 闭 区 间 
1 
[—1,1], Kğ y= 的 定义 域 是 开 区 间 ( - 1,1). 
“Ya pasa | 


在 函数 的 定义 中 ,对 每 个 х Є D, 对 应 的 函数 值 у 总 是 唯一 的 .如 果 给 定 一 
个 对 应 法 则 , 按 这 个 法 则 ,对 每 个 zED, 总 有 确定 的 y 值 与 之 对 应 ,但 这 个 у 不 
总 是 唯一 的 ,那么 对 于 这 样 的 对 应 法 则 并 不 符合 函数 的 定义 ,习惯 上 我 们 称 这 种 
法 则 确定 了 一 个 多 值 函 数 .例如 , 设 变量 > 和 y 之 间 的 对 应 法 则 由 方程 x+ 入 
= 六 给 出 .显然 ,对 每 个 zxE[- ғ, е], НУ r’ + y = г" 可 确定 出 对 应 的 y 
值 , 当 z=r 或 -= 时 ,对 应 y=0 一 个 值 ; 当 z 取 (- r,r) 内 任 一 个 值 时 ,对 应 
的 y 有 两 个 值 .所 以 这 方程 确定 了 一 个 多 值 函 数 ,对 于 多 值 函数 ,如 果 我 们 附加 
一 些 条 件 ,使 得 在 附加 条 件 之 下 ,按照 这 个 法 则 ,对 每 个 -ED ,总 有 了 唯一 确定 的 
实数 值 у 与 之 对 应 ,那么 这 就 确定 了 一 个 函数 .我 们 称 这 样 得 到 的 函数 为 多 值 
函数 的 单 值 分 支 .例如 ,在 由 方程 x* + y=r? 给 出 的 对 应 法 则 中 ,附加 “y 宇 0” 的 
Ж ШИ “т + у =r? В y 之 0" 作 为 对 应 法 则 ,就 可 得 到 一 一 个 单 值 分 支 y= 
у(х) = / r° ж ? ИД“ y <0” 的 条 件 , 即 以 ” z + у= H у<0” (ЕЛ 
则 ,就 可 得 到 另 一 个 单 值 分 支 y=y%(z)= - V х. 

表示 函数 的 主要 方法 有 三 种 :表格 法 ,图形 法 .解析 法 (公式 法 ), 这 在 中 学 里 大 家 
已 经 熟悉 .其 中 ,用 图 形 法 表示 函数 是 基于 函数 图 形 的 概念 , 即 坐 标 平面 上 的 点 集 

IP(z,y)|y=f(z=),=€D|! 
称 为 函数 y= F(z),zEDD 的 图 形 (图 1-3). 图 中 的 R, 表示 函数 y= f(x) 的 值 域 . 
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下 面 举 几 个 函数 的 例子 . 
例 5 函数 
y=2 
ЮЕ ХИ р = (-– о, + co) ÉR W = {2|, 它 的 图 形 是 一 条 平行 于 x 轴 的 直 
线 , 如 图 1 一 4 所 示 . 


例 6 函数 


x, > 之 0， 
-х, х<0 
Е ХЕ р = ( – оо, + оо), ER К, = (0, + о), ЕАР – 5 7. РА 


数 称 为 绝对 值 函 数 . 
例 7 函数 
1, х>0, 
у = sgn =} х= 0, 
-1, ї«0 


БЭЭ ИЖ ,ЕШ ЕХ 0-(-соо, + co), (Ж Е,-1-1,0,1| , ® ЖШ 
| 图 1-6 所 示 . 对 于 任何 实数 r, РУКА З: 


х = рп x'|xl|. 


例 8 设 z 为 任 一 实数 .不 超过 + 的 最 大 整数 称 为 zx 的 整数 部 分 , 记 作 
[z]. п, [5] =0,021=1,[=]=3.1-1= -1,[-3.5]= -4. J > BEX 


量 , 则 函数 

у= [=] 
ЕХ р = (- оо, + о), HR R, = 2. ТАРЕ 1—7 所 示 , 这 图 形 称 为 
阶梯 曲线 .在 х 为 整数 值 处 ,图 形 发 生 跳跃 , 跃 度 为 1. 这 函数 称 为 取 整 函数 . 


在 例 6 和 例 7 中 看 到 ,有 时 一 个 函数 要 用 几 个 式 子 表示 ,这 种 在 自 变 量 的 不 
同 变化 范围 中 ,对 应 法 则 用 不 同 式 子 来 表示 的 函数 ,通常 称 为 分 段 函数 . 


例 9 函数 
= = 2 <, 0251, 
арлын Е х>1 
是 一 个 分 段 函 数 . 它 的 定义 域 D = [0, + оо). 34 
zeE[0,1] 时 ,对 应 的 函数 值 f(z)=2Vzri; 当 >E 


(1, + %) 时 ,对 应 的 函数 值 f(z)=1+ z. Bln, + 


E[0,1j, 所 以 f(z)=2 去 =Y2;1E[0,1], 所 


U f (1) =2 /1 = 2; 3€ (1, + ©), } 
f(3)=1+3=4. 这 函数 的 图 形 如 图 1 一 8 所 示 . 
用 几 个 式 子 来 表示 一 个 (不 是 几 个 1!) 函 数 , 不 仅 与 函数 定义 并 无 矛盾 ,而 且 
有 现实 意义 .在 自然 科学 和 工程 技术 中 ,经 常会 遇 到 分 段 函 数 的 情形 .例如 在 等 
° 10 А 
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温 过 程 中 ,气体 压强 p SER V 的 函数 关系 , 当 У 不 太 小 时 依从 玻 意 耳 (Boyle) 定 
律 ; 当 V 相当 小 时 ,函数 关系 就 要 用 范 德 瓦 耳 斯 (van der Waals) 方 程 来 表示 , 即 
Ë 
ү? 
y а 
V-A у?’ 


V> V,, 
a< V< Vo 
Жр ka 、B、Y 都 是 常量 . 

2. 函数 的 几 种 特性 


(1) 函数 的 有 界 性 БХ f(x) 的 定义 域 为 D, 数 集 XCD. 如 果 存 在 数 
К, ,使 得 | 
f(x)SK, 
对 任 一 zxEX 都 成 立 , 则 称 函 数 F(z) 在 X 上 有 上 界 ,而 K, 称 为 函数 F(z) 在 
X 上 的 一 个 上 界 .如 果 存 在 数 K, ,使 得 
f(z=)2 K, 
对 任 一 z EX 都 成 立 , 则 称 函 数 AF(z) 在 X 上 有 下 界 , 而 天, RARR f(x)# 
X 上 的 一 个 下 界 . 如 果 存 在 正 数 M ,使 得 
If(z)|l<M 
对 任 一 х Є X 都 成 立 , 则 称 函数 f(x) 在 X 上 有 界 ,如 果 这 样 的 M 不 存在 ,就 称 
函数 flr) E X 上 无 界 ; 这 就 是 说 ,如 果 对 于 任何 正 数 M ,总 存在 r EX, 
| FCz)1>AM ,那么 函数 f(z) 在 X ЕЯ. 
例如 ,就 函数 Р(х) = sin zx 在 (- co,+co) 内 来 说 , 数 1 是 它 的 一 个 上 界 , 数 
-1 是 它 的 一 个 下 界 ( 当 然 ,大 于 1 的 任何 数 也 是 它 的 上 界 ,小 于 一 1 的 任何 数 也 
是 它 的 下 界 ). 又 
[sin 2151 
对 任 一 实数 х 都 成 立 , 故 函数 (х) = зіп zx 在 (一 ,+ %) 内 是 有 界 的 .这 里 
M = 1 (当然 也 可 取 大 于 1 的 任何 数 作为 M 而 使 | /(:) < M 对 任 一 实数 z 都 
成 立 ). 


又 如 函数 F(z) = 二 在 开 区 间 (0,1) 内 没有 上 界 , 但 有 下 界 , 例 如 1 就 是 它 的 
一 个 下 界 .函数 F(z)= 十 在 开 区 间 (0,1) 内 是 无 界 的 ,因为 不 存在 这 样 的 正 数 
м, |1 |<м 对 于 (0,1) 内 的 一 切 x 者 成 立 (z 接近 于 0 时 ,不 存在 确定 的 下 


数 K К, 成 立 ) .但 是 F(z) = 二 在 区 间 (1,2) 内 是 有 界 的 ,例如 可 取 M 
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=1 тв а aF- х Є (1,2) #6 З. 
容易 证 明 ,函数 f(z)fE X 上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 在 X 上 既 有 上 界 又 
有 下 界 . 
(2) 函数 的 单调 性 RKA F(z) 的 定义 域 为 万 ,区 间 ICD. 如 果 对 于 区 间 
I 上 任意 两 点 xz) 及 z,,234 z < z; 时, 恒 有 
/(х,)< flr), 
MWEKA f(x) 在 区 间 I 上 是 单调 增加 的 (图 1 -9); 如 果 对 于 区 间 I 上 任意 两 
点 zi K х.х < z, t, EE 
f(x)> f(r,), 
则 称 函 数 f(z ) 在 区 间 I 上 是 单调 减少 的 (图 1- 10). 单 调 增加 和 单调 减少 的 函 
数 统称 为 单调 函数 . 


1-9 1-10 
例如 ,函数 F(z) = x? 在 区 间 [0, + oo) 上 是 单调 增加 的 ,在 区 间 ( — co ,0] 上 


是 单调 减少 的 ;在 区 间 (- со, + ce) 内 函数 /(х)= x° 不 是 单调 的 (图 1-11). 
又 例如 ,函数 F(z)= xz 在 区 间 (- оо, + co) 内 是 单调 增加 的 (图 1- 12). 
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(3) 函数 的 奇偶 性 ” 设 函 数 f(z) 的 定义 域 D 关于 原点 对 称 . 如果 对 于 任 
— XED, 


F(-z)=Fz) C 
f(-—<x)= - f(x) 


恒 成 立 , 则 称 F(z ) 为 奇 函 数 . 

例如 , (х) = 是 偶 函 数 , 因 为 (0-х) = (- х) = х= р(х). X ËJ HDI, 
f(x)=x 是 奇 函 数 ,因为 /(--x)=(-x)=-x =-f(zx). 

偶 函 数 的 图 形 关 于 у 轴 是 对 称 的 .因为 若 f(z) 是 偶 函 数 , 则 f- +) = 
f(z) ,所 以 如 果 A(zx,f(z)) 是 图 形 上 的 点 , 则 与 它 关 于 y 轴 对 称 的 点 A (- x, 
f(x)) 也 在 图 形 上 (图 1-13). | 

奇 函 数 的 图 形 关 于 原点 是 对 称 的 .因为 若 Р(х) ар, И /(—х)= 
-(z), 所 以 如 果 A(z,F(z)) 是 图 形 上 的 点 , 则 与 F TD: 点 对 称 的 点 

A“(-x,-Az)) 也 在 图 形 上 (图 1-14). 

函数 y= sin х ЕВ. Ж у = cos = EHAR. ВЖ у = sin z + cos х Њ 

非 奇 函数 ,也 非 偶 函 数 . 
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(4) 函数 的 周期 性 ИЖ /(x) 的 定义 域 为 D. 如 果 存 在 一 个 正 数 1,8 
得 对 于 任 一 xED 有 (x+1)ED, 且 
f(a + 1)= f(x) 

恒 成 立 , 则 称 f(x) ЯЛ JUD PS A, 称 为 f(z) 的 周期 ,通常 我 们 说 周期 函数 的 周 
期 是 指 最 小 正 周期 . | 

例如 ,函数 sin л,сов х 都 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ; 果 数 tan т 是 以 x 为 
周期 的 周期 函数 . 

图 1-15 表示 周期 为 ! 的 一 个 周期 函数 . 在 每 个 长 度 为 ¿ 的 区 间 上 ,函数 图 
形 有 相同 的 形状 . 

Te 
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并 非 每 个 周期 函数 都 有 最 小 正 周 期 .下 面 的 函数 就 属于 这 种 情形 . 
例 10 狄 利克 雷 (Dirichlet) 2 
_ji, rE€Q, 
рс) 260°. 
容易 验证 这 是 一 个 周期 函数 ,任何 正 有 理 数 > 都 是 它 的 周期 . 因为 不 存在 
最 小 的 正 有 理 数 ,所 以 它 没 有 最 小 正 周期 . 


з. 反 函 数 与 复合 函数 


作为 逆 映 射 的 特例 ,我 们 有 以 下 反 函 数 的 概念 . 

БРИДЖ [/:D 一 f(D ) 是 单 射 , 则 它 存在 逆 映 射 f ' :f(D) 一 DD, 称 此 映射 
六 为 函数 了 的 反 函 数 . 

按 此 定义 ,对 每 个 yE f(D), 有 唯一 的 zED, 使 得 f(x)=y, 于 是 有 

Ру) = х. 

这 就 是 说 , 反 函 数 f 的 对 应 法 则 是 完全 由 函数 f 的 对 应 法 则 所 确定 的 . 

例如 ,函数 y= r’, x C R 是 单 射 ,所 以 它 的 反 函 数 存 在 ,其 反 函 数 为 
By | : 

由 于 习惯 上 自 变量 用 х 表示 , 因 变 量 用 y 表示 ,于 是 y= x ,x € R 的 反 函 
数 通 常 写作 y= zy ,zER. 

一 般 的 ,y= f(z),xED 的 反 函 数 记 成 y= f '(z),z=€ f(D). 

车 了 是 定义 在 口上 的 单调 函数 , 则 f:D 一 f(D) 是 单 射 ,于 是 / нБ E 
f ' 必 定 存 在 ,而 且 容 易 证 明 广 ' 也 是 F(D) 上 的 单调 函数 .事实 上 ,不 妨 设 f 在 
D 上 单调 增加 ,现在 来 证 明 f ' 在 f(D) 上 也 是 单调 增加 的 . 

{ЕЖ у, у. Є f(D), 且 y < y,. ЖЖ 了 的 定义 ,对 y, ,在 DD 内 存在 唯一 
的 原 像 x, ,使 得 flr) yo РЕ / (у) a у, D 内 存在 唯一 的 原 像 
Za 使 得 f(z,)= у, ГЖ f '(y,)= ха. 

如 果 xz, > zz, 则 由 Гох) АЖ, GA у, > y, ;如 果 z, = x,, 则 显然 有 
у= y. 这 两 种 情形 都 与 假设 у < y, 不 符 , 故 必 有 хү <ar В (у)« 

А 14 А 


Р (у) ЗХШЕВН Т / '# A(D) 上 是 单调 增加 的 . 

相对 于 反 函 数 y= f(x ) 来 说 ,原来 的 函数 y= (г) Е. ЕЕ 
НӨВЖ y= f(z) 和 它 的 反 函 数 y= f “(xz) 的 图 形 画 在 同一 坐标 平面 上 ,这 两 个 
图 形 关于 直线 y= x 是 对 称 的 (图 1 -16). 这 是 因为 如 果 Pla, b) y= /(х) E 
EER WA b= (а). ЕХ, а= (Б), Ж О(%,а)@ 
у= /'(х) БЖ RZ, E Qb, a) Ж у= / (3) К Ей, HH 
Р(а,Б)Ж у= f(z) 图 形 上 的 点 .而 P(a,5) 与 Q(b,a) 是 关于 直线 у= х 对称 的 . 
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复合 函数 是 复合 映射 的 一 种 特例 ,按照 通常 函数 的 记号 ,复合 函数 的 概念 可 
如 下 表述 . 

ЖОРА у= (и) D, Ж u= g(x ) 的 定义 域 为 D,, 且 其 值 域 
RCD,, 则 由 下 式 确定 的 函数 

y=flg(x)], хЄР, 
ЖУН ЕЖ u = (т) SAR y= Fux) 构 成 的 复合 函数 , 它 的 定义 域 为 D, ,变量 
и 称 为 中 间 变 量 . 

函数 g SAR ОАО A В, ВИЕ g 后 . 广 的 次 序 复 合 的 函数 ,通常 

iCX feg. BI 
(к) (х) = flg(>)]. 

与 复合 映射 一 样 ,g 与 卫 能 构成 复合 函数 ,fg 的 条 件 是 :函数 g AR R. 
必须 含 在 函数 了 的 定义 域 D 内 , 即 R.CD,. 否 则 ,不 能 构成 复合 婧 数 .例如 ， 
y=f(u)=arcsin и 的 定义 域 为 [一 1,1],4 = g(z)=sin х 的 定义 域 为 及 , 且 
g(R)C[-1,1],ñ g 与 了 TREA AK. 

у = arcsin sin л, ЄЁ, 
又 如 ,y= f(u)=Vu 的 定义 域 为 DD， =[0,+ оо), и = g(x)=tan л ВК, 
=(-œ, + о), PA RED, , и 与 三 不 能 构成 复合 函数 ,但 是 ,如 果 将 函数 
TE 


к ИЛЕ ЕП Ж ХЮ Ti Р = |zlhn<z< (4+ 去 ,hkEZ| 上 ,人 人 
g` (z)= tan TizEDD, 那 么 R =g (D)C D,,g" 与 上 就 可 以 构成 复合 函数 
(Рр) (х) = мтап х,хЄ D. 


2 ЕУ БИЕ Ж И,,{ДЖК В сап z E Н В u = tan х УЖЖ = и 
构成 的 复合 函数 .这 里 函数 w= tan х 应 理解 成 :u = tan х,хЄ р. 6, RR 
取 这 种 习惯 说 法 .例如 ,我 们 称 函 数 x = x+1 与 钞 数 y= ln w 构成 复合 函数 
In(x+1), 它 的 定义 域 不 是 nu = x + 1 的 自然 定义 域 R, 而 是 R 的 一 个 子 集 
D=(-1,+ eco). 

有 时 ,也 会 遇 到 两 个 以 上 函数 所 构成 的 复合 函数 ,只 要 它们 顺 次 满足 构成 复 


合 函 数 的 条 件 .例如 ,函数 у= уи, u = cot uv= 己 可 构成 复合 函数 у= 
| сос ЖШ и 及 wv 都 是 中 间 变 量 ,复合 函数 的 定义 域 是 D= |х|2#х< r< 
(24+ 1)r,EZH ,而 不 是 = 本 的 自然 定义 域 R,D 是 R 的 一 个 非 空子 集 . 


4. 函数 的 运算 


设 函 数 f(z),g(z) 的 定义 域 依次 为 D, , D, ,D = р, Пр, @, WRIT 
以 定义 这 两 个 函数 的 下 列 运算 ; | 
Ж(2) + р: (+6) (2) = f(z=)+g(+z),=€ D; 


H feg: (f:g)(z=)=f(=):g(z),=€ D; 
商工 ， (2 \‹« =, еван), 


例 11 设 函 数 /(z) 的 定义 域 为 (- 1,1) ,证 明 必 存 在 (- 1,1) БИНЕ В 
g(x) 及 奇 函 数 R(z) ,使 得 
Рх) = g(r)+h(z). 
üE 先 分 析 如 下 :假若 这 样 的 g(x)、h(z) 存 在 ,使 得 


f(z)=g(xr)+ h(x), (1) 
H Е(-2)54(1:),8(-х)51-4(4). 
于 是 有 
f(—z)=g(-z)+A(-zxz)=g(z)- (ух). (2) 
利用 (1) .(2) 式 ,就 可 作出 g(x) hlr) ,这 就 启发 我 们 作 如 下 证 明 : 
作 z(z)= +[f(z)+ fC- х)1, 


. J6 ` 


h(z)=+[f(z)- f(— >)]. 


则 

g(z=)+ h(>2>)= flx), 

ва) = 070) + С) (а), 

h ( -2)= JLA- 7)- f(z)]= -h(x). 
证 毕 . 


5. 初等 函数 


在 初等 数学 中 已 经 讲 过 下 面 几 类 函数 : 

П: у= л" („Єв 是 常数 )， 

ЗЕ: у= а (а>0 Н al), 

ХЭР: у = Іор т (а>0 Н аз1, #914 а =eD 时 , 记 为 y= 1]n х), 

=: Ш у= іп z, у = соѕ л, у= (ап г 等 ， 

Е =: у = arcsin x, у = arccos x , y= arctan х 等 . 

以 上 这 五 类 函数 统称 为 基本 初等 函数 

由 常数 和 切 本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复合 步骤 所 
构成 并 可 用 一 个 式 子 表示 的 函数 , 称 为 初等 国 数 .例如 


5 . 2 Ж 
у=м1і- х, у= яп т, у= сог > 


等 都 是 初等 函数 .在 本 课程 中 所 讨论 的 函数 绝 大 多 数 都 是 初等 函数 . 
应 用 上 常 明 到 以 e 为 底 的 指数 函数 y=e 和 v=e“ 所 产生 的 双 曲 函数 以 及 
它们 的 反 函 数 一 一 反 双 曲 函 数 .它们 的 定义 如 下 : 


ЖЇЕЖ sha =° 5: =, 


Жэ л ch гане 


+ she ге e 
双 曲 正切 th x h 71275005 


这 三 个 双 曲 函数 的 简单 性 态 如 下 : 
“ 双 曲 正弦 的 定义 域 为 (- 吕 ,+ 0); 它 是 奇 函 数 , 它 的 图 形 通 过 原点 且 关 于 
原点 对 称 .在 区 间 ( 一 吕 ,+ 0%o) 内 它 是 单调 增加 的 . 当 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 


O ce 是 一 个 无理 数 ,这 个 数 的 意义 见 本 总 第 六 池 . 
. I7 а 


图 形 在 第 一 象限 内 接近 于 曲线 =e ЕБ = ЖЕНИ ЕТЕЙ y= ye 
(81-17). | 
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双 曲 余弦 的 定义 域 为 (- co,+co); 它 是 偶 函 数 , 它 的 图 形 通 过 点 (0,1) 且 关 
+ y 轴 对 称 ,在 区 间 ( 一 00,0) 内 它 是 单调 减少 的 ;在 区 间 (0, + 0) 内 它 是 单调 
增加 的 .ch 0=1 是 这 函数 的 最 小 值 . 当 х 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 图 形 在 第 一 象 


限 内 接近 于 曲线 y= e ,在 第 二 象限 内 接近 于 曲线 


_ 
y >° (图 1 17). 


双 曲 正切 的 定义 域 为 (一 口 ,+ oo); CETE 
数 , 它 的 图 形 通过 原点 且 关 于 原点 对 称 .在 区 间 
( — oo,+co) 内 它 是 单调 增加 的 . 它 的 图 形 夹 在 水 平 
直线 у=1 К у= - 15; Аул 的 绝对 值 很 大 时 ， 
它 的 图 形 在 第 一 象限 内 接近 于 直线 y=1, 而 在 第 三 图 1-18 
象限 内 接近 于 直线 у= -1 (81-18). 

根据 双 曲 函数 的 定义 ,可 证 下 列 四 个 公式 : 


sh(x+y)=sh xch y+ch rsh у; (1) 
sh(x ~ y)=sh xch y — ch .rsh у; (2) 
ch(x+y)=ch тсһ y+sh rsh у; (3) 
ch(x —y)=ch rch y —sh rsh у. (4) 


。 18 > 


我 们 来 证 明 公式 (1), 其 他 三 个 公式 读者 可 自行 证 明 . 由 定义 ,得 
Рае а ` + Ак + + -ж Yay 
sh xch y + ch xsh y = 一 一 > +Š > £ > 


Е ets m 7 + е^? —e trr) " 


4 
et > +e" 一 e > 二 人 
4 
ту _ C (. A у) 
= ыг 2 -=5һ(хт + y). 
由 以 上 几 个 公式 可 以 导出 其 他 一 些 公式 ,例如 


在 公式 (4) 中 令 之 =y, 并 注意 到 ch 0=1, 得 


ch zx 一 sh r= l; (5) 

# A A(1)F2 >= у, 
sh 22 =2sh xch 2; (6) 

在 公式 (3) 中 令 += y， 得 
ch 2r=ch zx + 5 хл. (7) 


以 上 关于 双 曲 函数 的 公式 (1) 至 (7) 与 三 角 函 数 的 有 关公 式 相 类 似 , 把 它们 
对 比 一 下 可 帮助 记忆 ， 

双 曲 函数 y=sh x,y=ch x (x 之 0),y=th x 的 反 函 数 依次 记 为 

AREER узаз +, 

КХФ y=arch +, 

АХ ЕУ y=arth <. 
这 些 反 双 曲 函 数 都 可 通过 自然 对 数 函 数 来 表示 ,分 别 讨论 如 下 : 

先 讨 论 双 曲 正弦 y= sh x К ЮЖ. Н х= sh y, 有 


= K P] 
2 
令 x=er, 则 由 上 式 有 
и? - 22и -1=0. 
这 是 关于 4 的 一 个 二 次 方程 , 它 的 根 为 
“=zr+t/ x +l. 
因 w=e*>0, 故 上 式 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 
u=xzt+Vx +1. 


由 于 у= аи, KERR h E Ф 
y=arsh + =1а(х+у хл +1). 
函数 y=arsh x 的 定义 域 为 (- oo, +o), CERAK, EEE- о, + о) 
‚19. 


内 为 单调 增加 .由 y=shz 的 图 形 ,根据 反 函 数 的 作 图 法 ,可 得 y = arsh л 的 图 
形 如 图 1 一 19 所 示 . 
下 面 讨论 双 曲 余弦 y=ch x (220) КЖ. Н xz = ch y (у20), # 
r=, у20. 
由 此 得 e*=xtVx 一 1, 故 
y=In(x tvV x-1). 
LRP х 的 值 必须 满足 条 件 x+ 之 1, 而 其 中 平方 根 前 的 符号 由 于 y 之 0 应 取 正 . 故 
y=ln(x+V zx —1). 
上 上述 双 曲 余弦 y= ch x(x 之 0) 的 反 函 数 称 为 反 双 曲 余 弦 的 主 值 , 记 作 у= 
arch х, ËJ 
y=arch х= llr ty х? =1y. 
这 样 规定 的 函数 y = arch x 的 定义 域 为 [1,+co), 它 在 区 间 [1,+co) 上 是 
单调 增加 的 (图 1-20). 


У 
y=ursh х 
О x 
1-19 1-20 
类 似 地 可 得 反 双 曲 正 切 


= = 11 1+2 
О РОМА Вир ын 
这 函数 的 定义 域 为 开 区 间 ( 一 1,1), 它 在 开 区 间 ( 一 1,1) 内 是 单调 增加 的 奇 函 数 . 
它 的 图 形 关 于 原点 对 称 (图 1-21). 
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П. A= (- о, - 5) 0 (5, + о), B= [- 10,3), SH AUB,ANB, 
ЛҮВЖАХ(АХВЭЗОХЖ, 

2. Ж A.B Ж IEP T ПЕНН: (АПВ) = AC U B°. 

3. 设 映射 /:X—Y,ACX, BCX. WEH: 

(1) АОВ) = /É(A)U /(B); 

(2) (A B)C/(A)D/(B). 

4. R FIARA Ë ЖЕ ОҢ: 

l 


(1) у= у 3.r +2; (2) y=— 
= 3 _ l 
(3) у= —- у 1- x°; (4) у= i 
T 4- у? 
(5) y=sin/ x; (6) esa түр 
(7) y= arcsin(x ~ 3); (8) у=/3-у+ arctan —; 
(9) y=ln(x+1); (10) yea: 


5. 下 列 各 题 中 ,函数 f(x) 和 g(x) 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
(1) /f(xz)=]g 2°, g(r)=2lg т; 

(2) а) = x, (475 / x; 

(3) ба) Z. иба) Yl; 


(4) f(x)=1, р(х) = ѕес х — tar +. 


6. iZ 
: Isin т], 116, 
ф(х) = 


3 
0, |412-р» 


Ж е(4-)6(4-)6(-4).ө(-2) JENER у= p(x) 的 图 形 . 
7. 试 证 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 单调 性 : 


(0) у= — (= ә, 1); (2) у= 2+ x, (0, + ә). 


8. 设 /(z) 为 定义 在 (- (. 1) АРВ, Я /(x) 在 (0,7) 内 单调 增加 ,证 明 (x) 在 
(一 1.0) 内 也 单调 增加 . 

9. 设 下 面 所 考虑 的 函数 都 是 定义 在 区 间 ( — /,1) 上 的 .证 明 : 

(1) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 ,两 个 奇 枉 数 的 和 是 奇 函 数 ; 

(2) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 侦 函 数 , 两 个 次 函数 的 肝 积 是 偶 函 数 ,个 了 肾 数 与 奇 函数 的 乘积 
EFRA. 


10. 下 列 函 数 中 哪些 是 偶 函 数 ,哪些 是 奇 函 数 AP E RE AE {E РА X ДЕ AS РА 2 


(1) у= а2(1- x ); (2) у= 302 - +; 
一 
(3) у= 17: (4) у= (а - 1) (+1); 
+ 
(5) y=sin —cos z + 1; (6) y= 
11. 下 列 各 函数 中 哪些 是 周期 函数 ? 对 于 周期 函数 ,指出 其 周期 : 
(1) y= cos(x -2); (2) у= cos 4r; 
(3) у= 1 + sin хл; (4) у= ros +; 


(5) у= зіп. 
12. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 


. ауе 

(3) у= “17 (ad — be2:0); (4) у = 2sin 3x (- Экс) 
2 Бэ : - 2! 

(5) y=1+In(.++2); (6) y ман 


13. 设 函 数 /(z) 在 数 集 X 上 有 定义 , 试 证 :函数 /(x) 在 X 上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 
在 X 上 既 有 上 界 又 有 下 界 . | 

14, ЕГУ # R h Ar A ВСА АО ВА Ў, ЗЕК АЛУ РЕ A E 
{Ңң ж, 和 х, 的 函数 值 : 


(1) у= ш?,и=5іп t,e =>, E; 
š 6 3 
| x x 

(2) y=sin u, u 22 л = = +i 


(3) y=Vu,w = 1 + до ҮҮН ын | sT? =2; 


(4) у= е" ,и= л, = 0am l; 


(5) уси! ле xr El, n=l. 
15. 设 A(z) 的 定义 域 D= [0,1], 求 下 列 各 函数 的 定义 域 ， 
(1) /(22); (2) f(sin x); 
(3) f(r+a)(a>0); (4) f(x ta)+ /(х-а) (a >0). 
16. 设 

| I. 557 

по) 0, 114151, а(х) =е“, 
-1，1zl>1， 


Ж FLg(z)] 和 LACz)] ,并 作出 这 两 个 函数 的 图 形 . 

17. 已 知 水 举 的 横断 面 为 等 腰 梯 形 , 斜 角 p=40” (图 1-22). 当 过 水 断面 ABCD 的 面积 
HEW S. 时 , 求 湿 周 L (L = AB+BC+CD) 与 水 深 放 之 间 的 函数 关系 式 , 并 指明 其 定 
义 域 . 

. 22 ° 
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18. 收音 机 每 台 售 价 为 90 元 ,成 本 为 60 元 . 厂 方 为 鼓励 销售 商 大 量 采购 ,决定 凡是 订购 
其 超过 100 台 以 上 的 ,每 多 订购 1 台 , 售 价 就 降低 上 分 ,但 最 低 价 为 每 台 75 70. 

(1) 将 每 台 的 实际 售 价 p 表示 为 订购 地 的 函数 ; 

(2) 将 厂 方 所 获 的 利润 Р RREI AK х 的 函数 ; 

(3) 某 一 销售 商 订购 了 1 000 台 , 厂 方 可 获 利 润 多 少 ? 

19. 求 联系 华氏 温度 (用 下 表示) 和 摄氏 温度 (用 С 表示 ) 的 转换 公式 ,并 求 

(1) 90°Е 的 等 价 摄氏 温度 和 -5 C 的 等 价 华氏 温度 ; 

(2) 是 否 存 在 一 个 温度 值 ,使 华氏 温度 计 和 摄氏 温度 计 的 读数 是 一 样 的 ? 如 果 存 在 , 那 
么 该 温度 值 是 多 少 ? 

20. 利用 以 下 联合 国 统计 办 公 室 提供 的 世界 人 口 数据 以 及 指数 模型 来 推测 2010 年 的 世 
ЯАГ. 


年 份 当年 人 口 数 与 上 一 年 人 口 数 的 比值 
1987 К 
1988 1.0175 
1989 ` 1.0176 
1990 1.0246 
1991 ИША 1.0175 


第 二 市 ”数列 的 极限 


一 、 数 列 极限 的 定义 


极限 概念 是 由 于 求 某 些 实际 问题 的 精确 解答 而 产生 的 .例如 ,我国 古代 数学 
家 刘 徽 (公元 3 世纪 ) 利 用 关内 接 正 多 边 形 来 推算 圆 面积 的 方法 一 一 割 贺 术 ,就 
是 极限 思想 在 几何 学 上 的 应 用 . 
. 23 > 


设 有 一 圆 ,首先 作 内 接 正 六 边 形 ,把 它 的 面积 记 为 A, ;再 作 内 接 正 十 二 边 
JÉ ,其 面积 记 为 A, ;再 和 作 内 接 正 二 十 四 边 形 , 其 面积 记 为 A;; 循 此 下 去 ,每 次 边 
数 加 售 , 一 般 的 把 内 接 正 6X2”' 边 形 的 面积 记 为 A, (n € N' ). 这 样 ,就 得 到 一 
系列 内 接 正 多 边 形 的 面积 : 

A, ААА t3 

它们 构成 一 列 有 次 序 的 数 . 当 产 越 大 ,内 接 正 多 边 形 与 圆 的 差别 就 越 小 ,从 而 以 
A, 作为 圆 面 积 的 近似 值 也 越 精确 .但 是 无 论 » 取得 如 何 大 ,只 要 п 取 定 了 ,A， 
终究 只 是 多 边 形 的 面积 ,而 还 不 是 圆 的 面积 .因此 ,设想 ”无 限 增 大 ( 记 为 поо, 
读 作 n 趋 于 无 穷 大 ) , 即 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 ,在 这 个 过 程 中 ,内 接 正 
多 边 形 无 限 接近 于 圆 ,同时 А, 也 无 限 接近 于 某 一 确定 的 数值 ,这 个 确定 的 数值 
就 理解 为 圆 的 面积 .这 个 确定 的 数值 在 数学 上 称 为 上 面 这 列 有 次 序 的 数 (所 谓 数 
列 )4A,A:, ,A;，…,A,… 当 mc 时 的 极限 .在 圆 面 积 问题 中 我 们 看 到 , 正 是 这 
个 数列 的 极限 才 精 确 地 表达 了 圆 的 面积 . 

在 解决 实际 问题 中 逐渐 形成 的 这 种 极限 方法 ,已 成 为 高 等 数学 中 的 一 种 基 
本 方法 ,因此 有 必要 作 进 一 步 的 闹 明 . 

先 说 明 数 列 的 概念 .如 果 按 照 某 一 法 则 ,对 每 个 n EN' ,对 应 着 一 个 确定 的 
实数 xz, ,这 些 实数 zx, 按照 下 标 从 小 到 大 排列 得 到 的 一 个 序列 

E E E 

就 叫做 数列 , 简 记 为 数列 1, 1. 

数列 中 的 每 一 个 数 叫 做 数列 的 项 ,第 » JC, 叫做 数列 的 一 般 项 .例如 : 

1 2 3 n 


20 3 T 
2,4,8,5-.,2",“-: 


2 1 A Фоо PEED ... 
, 2 5 3 , i n 9 
都 是 数列 的 例子 ,它们 的 一 般 项 依次 为 


n З l н. АСЕ: 
n+l’ 2 : 27° ( l) Ы п : 


在 几何 上 ,数列 上 可 看 作 数 轴 上 的 一 个 动 点 ， 

它 依次 取 数 轴 上 的 点 оао олу ое, ee (R 1-23). 
数列 rx, 1 可 看 作 自 变 指 为 正 牧 数 ” 的 函数 : 
„= f(n),nCN'. 


‚ 24 - 


当 自 变量 n 依次 取 1,2,3,… 一 切 正 整数 时 ,对 应 的 函数 值 就 排列 成 数列 
а; f 

对 于 我 们 要 讨论 的 问题 来 说 ,重要 的 是 : 当 ”无 限 增 大 时 ( 即 2 一 co 时 ), 对 
应 的 x, = f(n) 是 否 能 无 限 接近 于 某 个 确定 的 数值 ? 如 果 人 能够 的 话 ,这 个 数值 
等 于 多 少 ? 

我 们 对 数列 


14 n+(-D ` 
е у 
进行 分 析 . 在 这 数列 中 ， 


2252 (—1)" `! 


п 
我 们 知道 ,两 个 数 a 50 Sos КЕШЕ иын 
15 -cj 来 度量 (在 数 轴 上 12 - al RRA a 与 点 4 之 间 的 距离 ),15 一 a| 越 小 ,a 
与 就 越 接 近 . 
就 数列 (1) 来 说 ,因为 
1 


=, == |00" al 
?! 


п 


(1) 


=1+(-D L, 


9 


由 此 可 见 , 当 ， 越 来 越 大 时 ,二 越 来 越 小 ,从 而 х, 就 越 来 越 接近 于 1. 因为 只 要 
n EK, | r, - 1| 即 一 可 以 小 于 任意 给 定 的 正 数 ,所 以 说 , 当 ”无 限 增 大 时 ， 


х, 无 限 接近 于 .例如 ,给 定 ]01 AEE p ,只 要 нэ 100, 即 从 第 101 项 起 ， 


100” 
都 能 使 不 等 式 
1 
| з -1 | “00 
成 立 .同样 地 ， 因果 给 定 T9000 000” , 则 从 第 10 001 项 起 ,都 能 使 不 等 式 
l 
lz, = 11 «10 000 


成 立 .一 般 的 ,不 论 给 定 的 正 数 e 多 么 小 ,总 存在 着 一 个 正 整数 N ,使 得 当 n>N 
时 ,不 等 式 

|х,-11«є 
都 成 立 . 这 就 是 数列 x = ПЕС" (,-1,2,--) исо ХИ l 


n 
”-1 


这 侍 事 的 实质 .这 样 的 一 个 数 4, 叫做 数列 x = 《一 (=1,2,…) 当 


п 


"一 co 时 的 极限 
一 般 的 ,有 如 下 数列 极限 的 定义 ， 
定义 ” 设 1x,| 为 一 数列 ,如 果 存 在 常数 a, 对 于 任意 给 定 的 正 数 。( 不 论 它 
多 么 小 ) ,总 存在 正 整数 N ,使 得 当 ”> N 时 ,不 等 式 | 
{т„-а|<є 
都 成 立 ,那么 就 称 常数 a TRI ie, | 的 极限 ,或 者 称 数列 {x, | 收敛 于 a , 记 为 
— 
或 
х, >a (n>). 
如 果 不 存在 这 样 的 常数 a ,就 说 数列 1x, BARR, 80238509 | т, | 是 发 
” 散 的 ,习惯 上 也 说 limx, 不 存在 . 
上 面 定义 中 正 数 。 可 以 任意 给 定 是 很 重要 的 ,因为 只 有 这 样 ,不 等 式 |x, — a| 
<e 才能 表达 出 x, 与 a 无 限 接近 的 意思 .此 外 还 应 注意 到 :定义 中 的 正 整数 N 
是 与 任意 给 定 的 正 数 e 有 关 的 , 它 随 着 е 的 给 定 而 选 定 . 
{ПЖ “ЖОЙ | х, | 的 极限 为 a" 一 个 几何 解释 : 
将 常数 a а оолу, 在 数 轴 上 用 它们 的 对 应 点 表示 出 来 ， 
再 在 数 轴 上 作 点 a 的 s 邻 域 即 开 区 间 (e -e,a+e) (图 1-24). 


а—& 2 ate оо 
Х, х Ху Xy G XN+2 х, х 
1-24 
因 不 等 式 \хт„-а|<є 
与 不 等 式 а-єЧл,Сатє 


等 价 ,所 以 当 交 > N 时 ,所 有 的 点 х, 部落 在 开 区 间 (a е, ate), MRSS 
限 个 (至 多 只 有 N 个 ) 在 这 区 间 以 外 :. 

为 了 表达 方便 ,引入 记号 “Vv ' 表 示 “ 对 于 任意 给 定 的 ， "或 “对 于 每 一 个 ”, 记 号 
“ 习 “ 表 示 “* 存 在 ". 于 是 ， 对 于 任意 给 定 的 e>0" 写 成 "Ye>0"， 存 在 正 整数 N” 
写成 " 正 整 数 N” ;数列 极限 lim >, =a 的 定义 可 表达 为 : 

lim >, (зас V e>0, JERAN, 当 n>N 时 ,有 | x, a 


数列 极限 的 定义 并 未 直接 提供 如 何 去 求 数列 的 极限 ,以 后 要 讲 极限 的 求法 ， 
而 现在 只 先 举 几 个 说 明 极 限 概念 的 例子 . 
例 1 证 明 数 列 | 


2, 


+ 


l 


1.43... BEDT 
2 * 


к 
з" n 


的 极限 是 1. 
证 
为 了 使 | z, - “| 小 于 任意 给 定 的 正 数 e( 设 se<1), 只 要 


1287 或 с. 
п € 


-1|=4, 


n 


所 以 ,Ye>0, 取 N= BLE n>N 时 ,就 有 


n + (= |< 
п ? 
即 ea 
цг оо . й 
例 2 已 知 zx, = ‚ЕЙ ‚БИЕ 0. 
、 шалга е0 _ l Sy 
E zo 0а 
Ye>0 (ië e <1), RÆ 
1 1 
ЕТЕ ый зе, 
不 等 式 |z, а е 必定 成 立 .所 以 , 取 [| о> м 时 就 有 
Cell) 
быу o| <. 
К 
Вр гут Q. 


注意 在 利用 数列 极限 的 定义 来 论证 某 个 数 a ERZ х, {的 极限 时 ,重要 
的 是 对 于 任意 给 定 的 正 数 。, 要 能 够 指出 定义 中 所 说 的 这 种 正 整 数 N 确实 在 
在 ,但 没有 必要 去 求 最 小 的 N. WRA] z, - “| 小 于 某 个 量 (这 个 量 是 的 一 
个 函数 ) ,那么 当 这 个 量 小 于 e 时 ,|z, - al|<e 当然 也 成 立 . 若 令 这 个 量 小 于 。 
来 定 出 N 比较 方便 的 话 ,就 可 采用 这 种 方法 . 例 2 便 是 这 样 做 的 . 
例 3 L 证 明 等 比 数列 
1, q, 4 Zyma gi h oe 


的 极限 是 0. 
证 Ve>0(i% e<1), 
因为 | х,-01-1477-01-141"7", 


BE |, -01<е, я 
lgl" '<e. 


取 自 然 对 数 ,得 (=-1l)in gl<lne. 因 |g|<1,ln | 241 <0, 


ln £ 
故 кенесте 
取 N= [1+ ТЕТ] 则 当 ，> N 时 ,就 有 
lg" 一 01<e， 
ітд" = 0. 


二 、 收 敛 数列 的 性 质 

下 面 四 个 定理 都 是 有 关 收 和 敛 数 列 的 性 质 . 

定理 (极限 的 唯一 性 ) 如 果 数 列 {z,| 收 委 ,那么 它 的 极限 唯一 . 

证 用 反 证 法 .假设 同时 有 r, >a Rr, b, Ha<b. 
lim л, =a, WI ERA М,, 2 n>N 时 ,不 等 式 


lz, -а1<254 (2) 
都 成 立 . 同 理 ,因为 lim x， =b, KI EEA N, , 4 n 2 N, 时 ,不 等 式 


быз 4555 (3) 
都 成 立 . 取 N =max| N, , N, | (这 式 子 表示 N 是 N, 和 N, 中 较 大 的 那个 数 ) , 则 
Y а> N 时 ,(2) 式 及 (3) 式 会 同时 成 立 .但 由 (2) 式 有 х, <E, ORA 


РЕ 5 о ,这 是 不 可 能 的 .这 矛盾 证 明了 本 定理 的 断言 . 


例 4 证 明 数 列 rz,=(-1)” (=1,2,…) 是 发 散 的 . 
证 ”如 果 这 数列 收敛 ,根据 定理 1 它 有 唯一 的 极限 , 设 极限 为 a ‚ша, =a, 


按 数列 极限 的 定义 ,对 于 є=-у, ЭЕ N, n> N 时 ,| >, -al< 4R; 


即 当 n>N HF, 2, 都 在 开 区 间 (a — Tetz)»: 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 
n— oB, >, 无 休止 地 一 е 这 两 个 数 ， 而 这 两 个 数 不 可 能 同时 
属于 长 度 为 ! 的 开 区 间 (a - > ‚а-у }й. 因此 这 数列 发 散 . 


下 面 先 介绍 数列 的 有 界 性 概念 ,然后 证 明 收 全 数列 的 有 界 性 ， 
对 于 数列 1x, } ,如 果 存 在 着 正 数 M ,使 得 对 于 一 切 х, 都 满足 不 等 式 
. 28 > 


EA ISM, 
则 称 数列 |x, | 是 有 界 的 ;如 果 这 样 的 正 数 M 不 存在 ,就 说 数列 |x, | 是 无 界 的 . 


例如 ,数列 x, = 一 一 (n=1,2,…) 是 有 界 的 ,因为 可 取 M = 1,118 


ntl 


п+1 


n É 


АЯ + —1Л1Е}# n 都 成 立 . 

数列 z, =2"(7=1,2,…) 是 无 界 的 ,因为 当 ) 无 限 增加 时 ,2” 可 超过 任何 
正 数 . 

数 轴 上 对 应 于 有 界 数列 的 点 л, 都 落 在 闭 区 间 [ - M.M] E. 

定理 2( 收 剑 数 列 的 有 界 性 ) 如果 数列 x, 1 收敛 ,那么 数列 1.x, | 一 定 有 界 . 

证 因为 数列 iz, НЭХ, а xz， = 4a. 根 据 数 列 极限 的 定义 ,对 于 e = 1， 
3 正 整 数 NN, 当 n>N 时 ,不 等 式 

|хт„-а]<1 
WRL. РЕ, n> N 时 ， 
| ГЭЕ ага аа | Ї ГЖ al: 
Ж М шах zil, zals leni i+ lalt IRAR х, ЕЯ 9—0) x, 都 满足 
不 等 式 
|z, |< M. 

这 就 证 明了 数列 jx,} 是 有 界 的 . 

根据 上 述 定理 ,如果 数列 | zx, 1 无 界 , 那 么 数列 1x, | 一 定 发 散 .但 是 ,如 果 数 
列 |x,|} 有 界 , 却 不 能 断定 数列 {xz, | 一 定 收敛 ,例如 数列 

1,=1,1,:,(= 1)", 

有 界 , 但 例 4 证 明了 这 数列 是 发 散 的 .所 以 数列 有 界 是 数列 收敛 的 必要 条 件 ,但 
不 是 充分 条 件 . | 

定理 30031315) 906548) WR lmr, = 4, 且 a>0 (或 a<0), 那 么 存 
在 正 整 数 N>0, 当 n>N 时 ,都 有 zx, >0 (sk +, <0). 


证 就 a>0 的 情形 证 明 . 由 数列 极限 的 定义 ,对 e= 5 >0, 3 正 整 数 N >0， 
当 n>N 时 ,有 


1 -а1<5, 
从 而 
ао 
т, >а > 220. 


推论 ”如果 数列 | xz, AEREA 2,220 (或 >, <0), Нил, =4, 那 么 a 之 0 
(或 a<0). 

证 х, | 从 第 М, 项 起 , 即 当 ?> N 时 有 x, 之 0, 现 在 用 反 证 法 证 
明 . 若 lim л, =w<0, 则 由 定理 3 知 ,3 正 整数 N, >0, 当 7>N, 时 ,有 了 <0. 
Ja М=тах{М,,М,|, n> N 时 , 按 假定 有 x, 之 0, 按 定理 3 有 x,<0, 这 引起 
FE. WALA a20. 

. 数列 {x, |! 从 某 项 起 有 х, <0 的 情形 ， 可 以 类 似 地 证 明 . 

最 后 ,介绍 子 数列 的 概念 以 及 关于 收敛 的 数列 与 其 子 数列 间 关 系 的 一 个 定 
理 . 

在 数列 1x,|1 中 任意 抽取 无 限 多 项 并 保持 这 些 项 在 原 数 列 ix, 1 中 的 先后 次 
序 ,这样 得 到 的 一 个 数列 称 为 原 数列 1x, | 的 子 数列 (或 子 列 )， 

设 在 数列 |x, | 中 ,第 一 次 抽取 х, ,第 二 次 在 z, 后 抽取 л, ,第 三 次 在 zw 
后 抽取 хл, ，…… ,这 样 无 休止 地 抽取 下 去 ,得 到 一 个 数列 

Эрээ 

这 个 数列 |z, | 就 是 数列 1x, | 的 一 个 子 数列 . 

注意 在 子 数列 |x, | 中 ,一般 项 zx, 是 第 & 项 ,而 х, 在 原 数 列 | x, | 中 却 是 
第 n, 项 .显然 ,之 k. 

“定理 4( 收 敛 数列 与 其 子 数列 间 的 关系 ) Ш Ях, KAF a ,那么 它 
的 任 一 子 数列 也 收敛 , 且 极 限 也 是 a. 
Ж RAI х, ERA х, 1108-9339). 

H + іт >, = а, k V e>0, JERAN, 2 >N ЕН], х„-а|<є 成 立 . 

R K = МИ р 4 £ > K 时 ， улыг = nn 之 六 .于 是 |r， al< e. X ЛЕ 
T lime, = 以 .证 毕 . 

由 定理 4 可知 ， WRR | x, | 有 两 个 子 数列 收敛 于 不 同 的 极限 ， 那么 数列 
iz, | 是 发 散 的 .例如 , 例 4 中 的 数列 

а Эл Ыы э. 

的 子 数列 jz a ATF 1.0 С Е, AF 1, ИЯ] х„=(—1)"'' 
(п =1,2,---) ХН). E| pik АЕ ВА, — 4° С ЖОЛ +i, BJ ЯЕ A tk САУ 
子 数列 . 
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1. 下 列 各 题 中 ,哪些 数列 收敛 ”哪些 数列 发 散 ? 对 收敛 数列 ,通过 观察 |x, ;的 变化 趋 
. 30 ` 


势 , 写 出 它们 的 极限 : 


а. 4 c. 一 《 一 “1. 
(1) Ty “Энэ (2) Tp ( 1) n 3 
(3) z. =2+ i Сүр» 
Tn ті х, PE 
(5) +, = xn( -— 1)"; (6) х, =з 
(7) х,=п—-1- (8) Е ыле 
п п 


`2. ОЈ | 的 一 般 项 х, = Lcos TM lim х, =? 求 出 N, n>N 时 ,xz, 与 其 极 


限 之 差 的 绝对 值 小 于 正 数 es. 当 s=0.001 时 , 求 出 数 N. 
`3. 根据 数列 极限 的 定义 证 明 : 


220102 ! 3n+1_ 3 
(1) т == =0; (2) lims ri TS 
2 2 
Gym e Pe 1, (4) lim0.999 … 9=1. 
n= n --эсэ леч 
п 


`4, Ж limu, = a  ЕЗЛ lim | u | = lal. ЖОН Bp: tn ЭЖ) а, || 有 极限 ,但 数列 {x, | 
未 必 有 极限 . 

“5. RAI Ня, х lim у, =0, 证 明 : lim х,у, =0. 

`6. 对 于 数列 |.r, |, tu-a (k>), хо >a (k>), WE: r, —>a (поо). 


ж= ”函数 的 极限 


一 、 函 数 极限 的 定义 


因为 数列 | > ,| 可 看 作 自 变量 为 n WAR: r, = f(n),nEN' ,所 以 ,数列 
[zj 的 极限 为 a ,就 是 : 当 自 变 量 л 取 正 整数 而 无 限 增 大 ( 即 n— co ) 时 ,对 应 的 
函数 值 F(z ) 无 限 接近 于 确定 的 数 а. 把 数列 极限 概念 中 的 函数 为 /(n) 而 自 变 
重 的 变化 过 程 为 一 co 等 特殊 性 撤 开 ,这样 可 以 引出 函数 极限 的 一 般 概念 :在 自 
变量 的 某 个 变化 过 程 中 ,如 果 对 应 的 函数 值 无 限 接近 于 某 个 确定 的 数 ,那么 这 个 
确定 的 数 就 叫做 在 这 一 变化 过 程 中 函数 的 极限 .这 个 极限 是 与 自 变 量 的 变化 过 
程 密切 相关 的 ,由 于 自 变量 的 变化 过 程 不 同 ,函数 的 极限 就 表现 为 不 同 的 形式 . 
数列 极限 看 作 函 数 f(n) 当 nn 一 时 的 极限 ,这 里 自 变 量 的 变化 过 程 是 п-н co. 
下 面 讲述 自 变量 的 变化 过 程 为 其 他 情形 时 函数 f(x ) 的 极限 ,主要 研究 两 种 情 
形 : 
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(1) 自 变量 х 任意 地 接近 于 有 限 值 >, 或 者 说 趋 于 有 限 值 ri( 记 作 ао) 
时 ,对 应 的 函数 值 f(z) 的 变化 情形 ; 

(2) 自 变 量 x 的 绝对 值 |x | 无 限 增 大 即 趋 于 无 穷 大 ( 记 作 x->%) 时 ,对 应 的 
函数 值 (x) 的 变化 情形 . 

1. 自 变量 赵 于 有 限 值 时 函数 的 极限 

现在 考虑 自 变量 > 的 变化 过 程 为 x 一 xz,. 如 果 在 rr, 的 过 程 中 ,对 应 的 
函数 值 f(z) 无限 接近 于 确定 的 数值 A ,那么 就 说 A ERAS) x 一 zx, 时 
的 极限 .当然 ,这 里 我 们 首先 假定 函数 (x) 在 点 r 的 某 个 去 心 邻 域 内 是 有 定义 
的 . 

在 zx 一 xz。 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 /(x) 无 限 接近 于 A ,就 是 | f(x)-Al| 
能 任意 小 .如 数列 极限 概念 所 述 ,| f(x) -A| 能 任意 小 这 件 事 可 以 用 |/(x)-A| 
<e 来 表达 ,其 中 。 是 任意 给 定 的 正 数 .因为 函数 值 f(x) 无 限 接近 于 A 是 在 
r— r 的 过 程 中 实现 的 ,所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 。, 只 要 求 充分 接近 于 zu 的 
х 所 对 应 的 函数 值 f(z) 满足 不 等 式 | О) - A|<e; 而 充分 接近 于 z, 的 x 可 
表达 为 0<1z -xz,|<5, 其 中 6 是 某 个 正 数 .从 几何 上 看 ,适合 不 等 式 0<|zx - ху] 
<s х 的 全 体 , 就 是 点 ху 的 去 心 ó 邻 域 ,而 邻 域 半径 5 则 体现 了 x 接近 xz 的 
程度 . | 

通过 以 上 分 析 ,我 们 给 出 z— r, 时 函数 的 极限 的 定义 如 下 . 

定义 1 设 函 数 /(xz) 在 点 z+, 的 某 一 去 心 邻 域 内 有 定义 .如 果 存 在 常数 А, 
对 于 任意 给 定 的 正 数 « (不 论 它 多 么 小 ) ,总 存在 正 数 $ ,使 得 当 x 满足 不 等 式 
0<|z-x|l<s9 时 ,对 应 的 函数 值 f(x ) 都 满足 不 等 式 

|/(хт)-А|<є, 
那么 常数 A 就 叫做 函数 /(z) 当 zx- 一 zw 时 的 极限 , 记 作 
lim х) = А 9 f(z=)— A (4 хал). 


我 们 指出 ,定义 中 0<|z rl ER rAr MA r— xo 时 f(x) 有 没有 极 
限 ,与 f(x) 在 点 re 是 否 有 定义 并 无 关系 . 

定义 1 可 以 简单 地 表述 为 : 

lim f (x) = АӨ Ve > 0, 355 >20, М 0< | = - >x | < ë 时 ,有 
4х) - A| <. 

函数 F(z ) 当 холо 时 的 极限 为 A 的 几何 解释 如 下 :任意 给 定 一 正 数 e, 作 
平行 于 х 轴 的 两 条 直线 y=A+e 和 y=A-e, 介 于 这 两 条 直线 之 间 是 一 横 条 
区 域 .根据 定义 ,对 于 给 定 的 s ,存在 着 点 r, 的 一 个 8 (х, - 8,20 + 8), 4 
у= F(z) 的 图 形 上 的 点 的 横 坐 标 > ERR e- бул д)РЧ,ЇН х л, 时 ,这 
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些 点 的 纵 坐 标 f (> ) 满 足 不 等 式 


|/(хтх)-А|<є, 
或 Ау) САНЕ: 
亦 即 这 些 点 落 在 上 面 所 作 的 横 条 区 域内 (图 1 -25). 


例 1 证 明 timc=c, 此 处 c 为 一 常数 . 

证 这 里 | F(z)-A4AI=lc-cl=0, 因 此 
Ve>0, 可 任 取 85>0, 当 0<|zx-x,|<5 时 ， 
能 使 不 等 式 

[f(x)-A|l=|c-e|=0<e 

ЗГ. ТЦ ас = c. 

例 2 证 明 limx= г. 图 1-25 

证 ЖЕ (=) - А1 = 12-2, |, jk Ve >20, АИИ ó = <, M 
0< |x- ra| <8 = eht, REEERE] SA) -A| = lx- ral< e Л. Д імг zx. 

例 3 证 明 


im(2z-1)=1. 
Ж HT f 
|/(х)-А|=|(2®-1)—-1|=2|х-1}, 
为 了 使 |F(z)- А1<е, Я 


|z-1|<- 


所 以 ,Ye >0, 可 取 5 = 5,2 т 适合 不 等 式 


0<12-11< 6 
时 ,对 应 的 函数 值 (x) 就 满足 不 等 式 
[f(x)-1|=|(2x~1)-1|<e. 
从 而 іт(22- 1) =1. 
0) 4 证 明 
2-1 
5 ны | 
证 这 里 ,函数 在 点 x =1 是 没有 定义 的 ,但 是 函数 当 x 一 1 时 的 极限 存在 
或 不 存在 与 它 并 无 关系 .事实 上 ,Ve>0, 将 不 等 式 
| 


a=] 


=2. 


lim 
rel 


2|<e 


约 去 非 零 因子 x - 1 后 ,就 化 为 
© 33 = 


|z +3ax1 — 2| = |= — 1[ <=, 
因此 ,只 要 取 бэс,802, 2 0«1|х-11 6 81,418 
= 


x-i 


2| <e. 


所 以 Ra 2129, 


G = ШШ 


例 5 证 明 : 当 ro>0 时 ,lim Мт = хо. 
证 Ve>0, 因 为 
lpF(z)-4A1=1Vxz -Vxzol= 


Zo 1 
<—Ixr- x, 


Е Ер Л 
要 使 | f(x) - А1 <е, R3EE|>— xz |< / x £ Н 220, 220 |х – r |< x, 
保证 ,因此 取 6 = minira, хос! (这 式 子 表示 ,6 是 xy 和 V хос 两 个 数 中 较 小 


的 那个 数 ) , 则 当 > 适合 不 等 式 0<|z- zol<6 时 ,对 应 的 函数 值 Vz 就 满足 
不 等 式 


[М хо - ух, |<. 

所 以 lim а aa 

ЕЖ хех, 时 函数 f(z ) 的 极限 概念 中 ,x ЕВА ro 的 左 侧 也 从 >, ЮА 
Е х, 的 .但 有 时 只 能 或 只 需 考虑 ХАЛ хо 的 左 侧 趋 于 x,( 记 作 z+— x ) 
的 情形 ,或 x 仅 从 xz, 的 右 侧 趋 于 ro OBE x 一 xo ) 的 情形 .在 x 一 zx。 的 情形 ,x 
在 х, 的 左 侧 , x <x. 在 limf(x)=A АЕ ХН, 4 0« |. -а20 «68687 
r 6< x< x) JE Z A ЖП (2) wro 时 的 左 极限 , 记 作 
lim f(x)=A 或 f(xo )=# A. 

类 似 地 ,在 lim f(x)=A 的 定义 中 ,把 0<|zx-xol<65 改 为 rz,<x<zxot+56， 
那么 A 就 叫做 函数 f(x) 当 x 一 xz。 时 的 右 极限 , 记 作 
lim f(x)=A 或 f(x, )=A. 


= 
U 


左 极限 与 右 极 限 统称 为 单 侧 极限 . 
根据 zx 一 ze 时 函数 f(x) 的 极限 的 定义 以 及 左 极限 和 右 极 限 的 定义 ,容易 
证 明 :函数 f(x) 当 x 一 x。 时 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 极限 及 右 极限 各 自 
存在 并 且 相 等 , 即 
flra )= flx). 
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因此 ,即使 Со ) 和 fO ) 都 存在 ,但 若 不 相等 , 则 lim /(x) 也 不 存在 . 


例 6 函数 
т-1, х®<0, 


х+1 220. 
当 x 一 0 时 f(z) 的 极限 不 存在 . 
仿 例 3 可 证 当 x 一 0 时 f(x) 的 左 极 限 
lim f(z)= lim (x -—1)= - 1, 
而 右 极限 | 


lim f(x)= lim (х+1)=1, 
л. 20) 


因为 左 极限 和 右 极限 存在 但 不 相等 ,所 以 
limf(>) 
不 存在 (图 1-26). | 

2. 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 函数 的 极限 

如 果 在 zx 一 co 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 f(z ) 无 限 1-26 
接近 于 确定 的 数值 A ,那么 A 叫做 函数 Р(х) 4 х oo 
时 的 极限 .精确 地 说 ,就 是 

定义 2 RAR f(x) 当 |x| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 .如 果 存 在 常数 A ,对 
于 任意 给 定 的 正 数 。 (不论 它 多 么 小 ), 总 存在 着 正 数 X ,使 得 当 + 满足 不 等 式 
|r|>X 时 ,对 应 的 函数 值 f(x ) 都 满足 不 等 式 

[f(x)-Al<e, 
那么 常数 A 就 叫做 函数 f(x) 当 x 一 时 的 极限 , 记 作 
lim Ах) = А 或 f(z=)—A (4 тоо). 

定义 2 可 简单 地 表达 为 : 

limA(z)=A 急 Ye>0,3X>0, 当 |z1>X 时 ,有 |Az)-AI<e. 

如 果 + >0 且 无 限 增 大 ( 记 作 xz 一 + co), 那 么 只 要 把 上 面 定 义 中 的 |z|>X 
改 为 xz>X, 就 可 得 lim f(x)= A 的 定义 .同样 ,如 果 zx<0 而 |x| 无 限 增 大 ( 记 
作 z 一 -2) ,那么 只 要 把 |x1>X 改 为 x< -X E lim f(x)= A 的 定义 . 

从 几何 上 来 说 ,lim у(х) = A 的 意义 是 : 作 直 线 y =A-e 和 y=A+e, 则 
总 有 一 个 正 数 X 存在 ,使 得 当 zr< - X х»ХЇВ Р у= f(x) 的 图 形 位 于 
这 两 直线 之 间 ( 图 1-27). 这 时 ,直线 y= А 是 函数 y= F(z) 的 图 形 的 水 平 渐 近 
线 . 

例 7 证 明 


. 35 >œ 


tim 工 =0， 


4 со, 


证 Ve>0, 要 证 3X>0, 当 |.x| >X 时 ,不 等 式 


|4 -0| [Le 
л 
成 立 . 因 这 个 不 等 式 相 当 于 
I 
її 
ш | |». 
€ 


由 此 可 知 ,如 果 取 Х = 二 ,那么 当 |z1>X= 二 时 ,不 等 式 
就 证 明了 


1-0| <。 成立 ,这 


lim La 0. 
DO Л" 


直线 у=0 是 函数 y= 二 的 图 形 的 水 平 渐 近 线 ， 


二 、 函数 极限 的 性 质 


与 收 全 数列 的 性 质 相 比较 ,可 得 函数 极限 的 一 些 相应 的 性 质 . 它们 都 可 以 根 
据 函 数 极 限 的 定义 ,运用 类 似 于 证 明 收 伍 数列 性 质 的 方法 加 以 证 明 . 由 于 函数 极 
限 的 定义 按 自 变量 的 变化 过 程 不 同 有 各 种 形式 ,下 面 仅 以 * im f(x)” 这 种 形式 
为 代表 给 出 关于 函数 极限 性 质 的 一 些 定理 ,并 就 其 中 的 几 个 给 出 证 明 .至 于 其 他 
形式 的 极限 的 性 质 及 其 证 明 , 只 要 相应 地 做 一 些 修改 即 可 得 出 . 

定理 (函数 极限 的 叭 一 性 ) 如 果 lim f(x) 存 在 ,那么 这 极限 唯一 . 


定理 2( 函 数 极限 的 局 部 有 界 性 ) 如 果 lim /(x)= A ,那么 存在 常数 M >0 
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和 6 >0, 使 得 当 0< |= = zal <ð 时 ,有 | F(z)| 委 M. 
证 因为 lim f(x) = A, 所 以 取 e=1,J| 362>0,3"40<|>x>- z+ |< 6 tt, 


|/(х)-А|<1=|/(х)|<|/(х)-А|+]|А|<|]А| +1, 
记 M =1A1+1, 则 定理 2 就 获得 证 明 ， 
定理 3( 函 数 极限 的 局 部 保 号 性 ) 如 果 lim f(x)=A, 且 A>0 (或 A<0)， 


那么 存在 常数 8$>0, 使 得 当 0<|z- г,1<0 8,8 f(r)>0 (或 f(z)<0). 
证 就 A>0 的 情形 证 明 . 
因 为 lim f (x) = А> (0, ТИ, є = 
0<12-2,1<% 时 ,有 


2 > 0, 则 38>0, 当 


[f(x)-Al<$ = f(z)>A- 


类 似 地 可 以 证 明 A<0 的 情形 . 
从 定理 3 的 证 明 中 可 知 , 在 定理 3 的 条 件 下 ,可 得 下 面 更 强 的 结论 : 
定理 3 如 果 lim/(x)= А (A 了 0), 那 么 就 存在 着 r 的 某 一 去 心 邻 域 


A_A 
ъ= 5 20. 


Ü Сао) H +€ Ú (zx) 时 ,就 有 1/(z)1 > 121. 

由 定理 3, 易 得 以 下 推论 . 

推论 ”如果 在 zu 的 某 去 心 邻 域内 f(z ) 宇 0 (或 f(a)<0),W B lim f(x) 
-А,/Л2 А20 (或 А<0). 

“ 定理 4( 范 数 极 限 与 数列 极限 的 关系 ) 如 果 极 限 im f(x) 存 在 , 1x, | 为 
函数 F(z) 的 定义 域内 任 一 收敛 于 х, 的 数列 , 且 满 足 :;x, 关 x,(n EN ), 那 么 相 
应 的 函数 值 数 列 | (x, ) ВК, В lim f(x,)= lim f(x). 

证 设 lim/(x)=A, 则 Ve>0,38>0, 当 0<|xz-x。|<6 时 ,有 
|/(х)-А|<є. 

Хіт 2, = r 60»0,3М,2 n>N, Alr,- rl. 

由 假设 ,zr, Zx (пем). 42 n > N BF,0 < | >=, — +, | < ó, Мй 
[f(x,)- Al|<e.Blllimf/(z,)= A. 


2) # 1-3 


L. 对 图 1 -28 ЖИЧ S f(x), 求 下 列 极限 ,如 极限 不 存在 ,说 明理 由 . 
‚37. 


(1) Ма х); (2) lim Fer); 
(3) іт (x). | 
y 


у=) 1 


кез 图 1-29 


2. 对 图 1 29 所 示 的 函数 /(т), ГЭ КЖ 24518), 92518 48 897 


(1) lim/(x) 不 存在 ; (2) limf(x)=0; 
(3) limf(x)=1; (4) т / С) = 0; 


(5) limf(x) 不 存在 ; 
(6) 对 每 个 roE(- 1,1), lim /(z) 存 在 . 
3. 对 图 1 - 30 所 示 的 函数 ,下 列 陈述 中 哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 


的 ? 
(1) lim f(z)=1; (2) lim ОЈ) КАЕ; 
(3) imf(z) =0: (4) Bmf(z)= ti 
(5) lm f/(z)= l; (6) im е) = 0; 1-30 
(7) lim у(х) =0; (8) їл т) =0. 


г-27 


aR у(х) = Z. g(a) = El ro 时 的 左 , 有 极限 ,并 说 明 它们 在 


хоо 时 的 极限 是 否 存在 . 
° 5. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 ，; 
(1) lim(3x — 1) =8; (2) lim(5.x + 2) = 12; 
TE хас . l-47? 
15:25: аны (h aW s 


` 6. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 : 
| (1) mit = >: (2) Е: л -0. 


х 
"7. Ц r2 В, у= -421 65920. | х. -216ШЮ,|у-41«0.0012 
`8. 当 x 一 时 ,y= 271-1. X 等 于 多 少 ,使 当 |z|>X 时 ,ly-11<0.01? 
“9. ПЕВ РАЖ /(x)=|xr| 当 x 一 0 时 极限 为 零 . 
` 10. 证 明 : 若 .r-+o 及 .r 一 -co 时 ,函数 /zc) 的 极限 都 存在 且 都 等 于 А, lim УС) = 


. 38 ° 


A. 

“11, 根据 函数 极限 的 定义 证 明 :函数 /(z) 当 z— =, 时 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 极 
限 , 右 极限 各 自 存 在 并 且 相 等 . 

“12. 试 给 出 * 一 co 时 函数 极限 的 局 部 有 界 住 的 定理 ,并 加 以 证 明 . 


第 四 节 ”无 穷 小 与 无 穷 大 


一 、 无 穷 小 


定义 1 如 果 范 数 F(z) 当 z 一 zo( 或 一 co) 时 的 极限 为 零 , 那 么 称 函 数 
Р(х) 24 хл, (9 х оо) В 55. 

特别 地 ,以 零 为 极限 的 数列 {z, 上 | 称 为 2 一 co 时 的 无 穷 小 ， 

#J 1 因为 lim(x 一 1)=0, 所 以 函数 x 一 1 为 当 x 一 1 时 的 无 穷 小 ， 


因为 lm 二 =0, 所 以 函数 二 为 当 zx 一 时 的 无 穷 小. 


注意 不 要 把 无 穷 小 与 很 小 的 数 ( 例 如 百 万 分 之 一 ) 混 为 一 谈 , 因 为 无 穷 小 
是 这 样 的 函数 ,在 + 一 zo( 或 + 一 %) 的 过 程 中 ,这 函数 的 绝对 值 能 小 于 任意 给 定 
的 正 数 e ,而 很 小 的 数 如 百 万 分 之 一 ,就 不 能 小 于 任意 给 定 的 正 数 e ,例如 取 e 等 
于 千 万 分 之 一 , 则 百 万 分 之 一 就 不 能 小 于 这 个 给 定 的 。. 但 零 是 可 以 作为 无 穷 小 
的 唯一 的 常数 ,因为 如 果 f(z) 三 0, 那 么 对 于 任意 给 定 的 e>0 ДЯ | /(3)1 «єв. 

下 面 的 定理 说 明 无 穷 小 与 函数 极限 的 关系 . 

定理 1 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 x 一 zu( 或 zx 一 ce) 中 ,函数 f(x) 具有 极 
R A 的 充分 必要 条 件 是 f(x)= A +a, 其 中 a 是 无 穷 小 . 

证 先 证 必要 性 . 设 lim F(z)=A, 则 Ye>0,33>0, 使 当 0< |x- ral< 


6 时 ,有 
|/(х)-А|<е. 
Ф а= (х) - А, a z— x, 时 的 无 穷 小 , 且 
Кх) = А +а. 
这 就 证 明了 f(x) 等 于 它 的 极限 A 与 一 个 无 穷 小 a 之 和 . 
再 证 充分 性 . 设 f(x)= A+a, 其 中 A 是 和 常数 ,a Жл т, 时 的 无 穷 小 ， 
于 是 
[/(х)-А|=|еа|. 
因 a Err 时 的 无 穷 小 ,所 以 We>0, 389>0, 使 当 0<|z-xzxol<s 时 ,有 
А 39 . 


lal<e, 
即 | [f(xr)-A|<e. 
这 就 证 明了 A 是 f(z) 当 x 一 zx, 时 的 极限 . 
类 似 地 可 证 明 当 > 一 ce 时 的 情形 . 


二 、 无 穷 大 


如 果 当 xz 一 zu( 或 + 一 0) 时 ,对 应 的 函数 值 的 绝对 值 | /(x)| 无 限 增 大 ,就 
称 函 数 f(x) 为 当 x 一 zx,( 或 + 一 %) 时 的 无 穷 大 .精确 地 说 ,就 是 
定义 2 设 函 数 /(z) 在 z, 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 (或 |z| 大 于 某 一 正 
数 时 有 定义 ) ,如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 M (不 论 它 多 么 大 ) ,总 存在 正 数 8 (或 
EX X), RE x 适合 不 等 式 0<|zx - xz | <ë (或 |z|>X), 对 应 的 函数 值 
f(z) 总 满足 不 等 式 
| |f/(z)|> M, 
则 称 函 数 F(z ) 为 当 zx-~>zu( 或 zco) 时 的 无 穷 大 
当 zzu( 或 zco) 时 的 无 穷 大 的 函数 f(z), 按 函数 极限 定义 来 说 ,极限 
是 不 存在 的 .但 为 了 便于 叙述 函数 的 这 一 性 态 ,我 们 也 说 “函数 的 极限 是 无 穷 
大 ”, 并 记 作 
lim f(z)= 9 
(或 im f(x) = eo). | 
如 果 在 无 穷 大 的 定义 中 ,把 | F(z)| > M 换 成 f(z)>M (Ж f(z)< - M), 
就 记 作 
lim f(z)= +оо (或 lim Рх) = — °). 


х ЫТ 


(r= eo) 1 (у-юоо) 
必须 注意 ,无穷大 (co ) 不 是 数 ,不 可 与 很 大 的 
数 ( 如 一 千 万 .一 亿 等 ) 混 为 一 谈 . 
Ф] 2 证 明 lim -| = о ( 1-31). 
证 设 VM>0. 
1 


要 使 44 >M， 
К 4 
只 要 |z 11 < 
所 以 ,到 a= 而, 则 只 要 r 适合 不 等 式 0<|z-1| 1-31 
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21 
ЭНЭ 
这 就 证 明了 lim — = оо. 
у z 1 
直线 +=1 是 函数 y= -一 的 图 形 的 铅 直 渐 近 线 . 


一 般 的 说 ,如 果 lim f(x)=% , 则 直线 >= zo 是 函数 y= у(х) ИА 


ят. 
无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 有 一 种 简单 的 关系 , 即 ; 


定理 2 ннн ан 
小 ;反之 ,如 果 f(z) 为 无 穷 小 , 且 f(z) 关 0, 则 一 二 ~ 
证 设 limf(z)=% 


V e >0. 根 据 无 穷 大 的 定义 ,对 于 M=, 38>0,% 0<|z- z |<, 


|/(z)|>M= L 
即 | l |< 
f(x) š 
` 1 р, : ч 
Ит сү? х хо 时 的 无 穷 小 . 


V M >0. 根 据 无 穷 小 的 定义 ,对 于 。= у, 38>0, 当 0<|x-zol<8 时 ， 
有 
1 


|/(х)\<е= и, 


НЭР  0«|.:-х,1 68 /(:)57:0,ХАШШ 
1 
|m. 
тє FFI х» т, 时 的 无 穷 大 . 
类 似 地 可 证 当 zz 一 ce 时 的 情形 . 


所 以 - 
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习 题 1-4 


, 工 两 个 无 穷 小 的 商 是 否 一 定 是 无 穷 小 ? 举例 说 明之 . 
"2. 根据 定义 证 明 ， 


2 


(1) у--рүл 23 时 的 无 穷 小 (2) y= zsin 二 为 当 z~*0 时 的 无 穷 小 . 


`3. 根据 定义 证 明 :函数 у= 125 жщ а-о 时 的 无 穷 大 . 问 z 应 满足 什么 条 件 , 能 使 
Iyl » 1052 
4. 求 下 列 极限 并 说 明理 由 : 
(1) limet, (2) lim 1 二 
азе X а-0 l- x 


5. 根据 函数 极限 或 无 穷 大 定义 ,填写 下 表 : 


Ve>0， 

3ó>0, 

使 当 0<lz-zol<s 时 ， 
即 有 | /f(x)-Al<e. 


即 有 |.A(z)1> M. 


6. ЩЖ у= rcosr 在 (-c,+co) 内 是 否 有 界 ? 这 个 函数 是 否 为 x+-* + co 时 的 无 穷 大 ? 
为 什么 ? 


`7. 证明: 函数 = sin 二 在 区 间 (0,1] 上 无 界 , 但 这 函数 不 是 一 0 时 的 无 穷 大 ， 


8. 求 函 数 /(z) = 二 ”的 图 形 的 渐 近 线 ， 
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第 五 节 极限 运算 法 则 


本 节 讨论 极限 的 求法 ,主要 是 建立 极限 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 极限 
运算 法 则 ,利用 这 些 法 则 ,可 以 求 某 些 函 数 的 极限 .以 后 我 们 还 将 介绍 求 极限 的 
其 他 方法 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,记号 “lim" 下 面 没 有 标明 自 变 重 的 变化 过 程 ,实际 上 ,下 面 


的 定理 对 x 一 x6 及 r+ 一 % 都 是 成 立 的 .在 论证 时 ,我 们 只 证 明了 >z— x, 的 情形 ， 
RHA SRX, O<- r< Ж |21 >Х, 1% zx 一 ce 情形 的 证 明 . 

定理 1 有 限 个 无 穷 小 的 和 也 是 无 穷 小 . 

证 考虑 两 个 无 穷 小 的 和 . 

设 a 及 B 是 当 x 一 zo 时 的 两 个 无 穷 小 ,而 

у= а + В. 

Ye>0. 因 为 a 是 当 zx 一 xz， 时 的 无 穷 小 ,对 于 方 >0， 36,>0, 当 0<|zx- 2, 

< ë, 时 ,不 等 式 


la| <+ 


成 立 .又 因 B 3 r—x 时 的 无 穷 小 ,对 于 地 >0， 36,>0, 当 0<|x- z |< 8. 
时 ,不 等 式 

18155 
成 立 . 取 5 па, ,651,98 0< lr- x |< 8, 


E€ E 


同时 成 立 ,从 而 |7| = 1а + в1< 1а + \81< 5 + + = е, ЙЕ T y 也 是 当 
70 时 的 无 穷 小 . 

有 限 个 无 穷 小 之 和 的 情形 可 以 同样 证 明 . 

定理 2 ”有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

证 БЖ u Er, 的 某 一 去 心 邻 域 Ú (zu ,3 ) 内 是 有 界 的 , 即 3M>0 使 
lu |< M 对 一 切 rE U(x,,6) 成 立 .又 设 a 是 当 го, 时 的 无 穷 小 , 即 Ye>0， 
38,>0,% +€ Ú (xz,,6,) 时 ,有 | 

lal «үр 
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Ж ô= minj ð, a} M z€ Ü (z, ,0)B$, 


|и|<м K [а1< у 


同时 成 立 . 从 而 
lual=|ul'lal<M 


这 就 证 明了 ua 是 当 z 一 zo 时 的 无 穷 小 . 
推论 1 МЗЭ ЭЭ иж ЭЛ. 
推论 2 有限 个 无 穷 小 的 乘积 也 是 无 穷 小 ， 
定理 3 ШЕ Їш/(2:)5А, ла (:)7-8,884 
(1) їх) + g(z)]=limf(z)+limg(z=)= A£ B; 
(2) lim[ f£(z)'g(z)]=limf(z):'limg(z=)= A'B; 
(3) 车 又 有 В5=0, ДІ 


=e, 


М 


m ДЕ ) „ыыы 


А 
В: 
üE ” 先 证 (1). 
В іму (х) = A,limg(x)=B, 由 第 四 节 定 理 1 有 
f(x)=Ata, р(х) = В+ В, 
其 中 a Ка 为 无 穷 小 .于 是 
f(z)tg(z=)=(A+a)#£(B+B8)=(A+B)+(a+tB)). 
由 本 节 定 理 1,a + 8 是 无 穷 小 (a - 8 可 看 作 a + (1)p, 由 本 节 定 理 2 的 推论 
1,( 一 1)B 是 无 穷 小 ,因此 a - 8 也 可 看 作 两 个 无 穷 小 的 和 ) .再 由 第 四 节 定 理 1, 
得 
lim[ f£(z) + g(2=)]= A + B=limf(z)+limg(zx). 
关于 (2) 的 证 明 ,建议 读者 作为 练习 . 
再 证 (3). 
由 limf(z)=A,limg(x)=B, 有 
f(z)=A+a,g(z=)= В +В, 
其 中 а 及 8 为 无 穷 小 . 设 | 


则 /=f -= БВ (Be АВ). 
ERAR, y 可 看 作 两 个 函数 的 乘积 ,其 中 函数 Ba- AB 是 无 穷 小 .下 面 我 们 证 
а ер гүү хо 的 菜 一 他 域内 有 界 . 
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根据 第 三 节 定 理 3 ,由 于 limg (x)= B 关 0, 存 在 着 点 zu 的 某 一 去 心 邻 域 


< 
йс, z€ Ú (чм. Соо ӨЛ | “гар tE 
| 1 |= 1 1 2 -2 
В(В + В) [В| Igir) [В| IBI IBI 
хасын 1 ? š 9 
RREN T prp + g EA To 的 去 心 邻 域 U (zs) 内 有 界 . 
因此 ,根据 本 节 定 理 2,y 是 无 穷 小 .而 
Fee z A 
glz) В 7 


所 以 由 上 节 定 理 1,1% 


T Хбх) _ A _limf(z>) 


证 毕 . 
定理 3 中 的 (1)、(2) 可 推广 到 有 限 个 函数 的 情形 .例如 ,如 果 limfa), 
limg( =) „тал ( z: ) Е, Д) 
lim[ f(x)+ g(z)- h(2=)]=limf(z)+limg(z)-limh(z), 
lim[ fx) g Cr) hr))=limf(r) limg(x) :limh (x). 
关于 定理 3 中 的 (2), 有 如 下 推论 : 
推论 1 如果 limf/(zx) 存 在 ,而 .为 常数 , 则 
lim[ cf(x)]= сіт (х). 
就 是 说 , 求 极 限时 ,常数 因子 可 以 提 到 极限 记号 外 面 .这 是 因为 lime = с. 
推论 2 ШЖ limf) FE, M п 是 正 整数 , 则 
lim[ 70:21: = [limf (xz)])". 
lim[ f(x)]" = Баб) АС) f(z)] 
=limf(x)'limf(x) та) = [limf(x)]”". 
关于 数列 ,也 有 类 似 的 极限 四 则 运算 法 则 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 4 设 有 数列 1x,} 和 |y, 1 .如 果 
lim z, =A, lim y, =B, 
那么 
(1) lim (>, ty, )=A+:B; 
(2) lin >, ‘у, = А,В; 


(3) 3 y, #0 (п=1,2,:--)В Вэ Мт = g. 
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ПЕНЯ АЕ. 
定理 5 WR o(z)2 (r), ітф(х) =а,ітф(х) = 6, 2 агр. 
证 令 f(z)=g(x)-y(x), 则 f(x) 之 0. 由 本 节 定理 3 有 
limf(z=)=lim[e(zx)—- y(x)] 
= |ітф(х) – ітф(х) =а – 6. 
由 第 三 节 定 理 3 推论 ,有 limf(r)2>0,8 a- 220, аг. 
例 1 求 lim(2x - 1). 
解 lim(2x — 1) =lim2z -liml=2limr -1=2°1-1=1. 


х? 
=f 
[ 
例 2 求 lim — -srs 


解 这 里 分 母 的 极限 不 为 零 , 帮 


аб оа 
r2 x 5х +3 lim( х" -5x +3) 


іта? 一 liml (іта)? -1 


ш--018-0-Ш-2-д 


lima? -siima БТЕ (шал) -5:2-3 


= 2-1 2 27 
2 —10+3 


2 
-3 


ki 

从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 , 求 有 理 整 函数 (多 项 式 ) 或 有 理 分 式 函 数 当 
х- х, 的 极限 时 ,只 要 把 х, 代替 函数 中 的 x 就 行 了 ;但 是 对 于 有 理 分 式 函 数 ， 
这 样 代 人 后 如 果 分 母 等 于 零 , 则 没有 意义 . 


事实 上 , 设 多 项 式 
/(х)=аух" ta" l+ +a 
则 lim f(x )= Ши ааг: +a mz" +56 +a,) 
= alim) Pa р lim a, 
= аула ft аула й ОТЕ 
又 设 有 理 分 式 函 数 


其 中 Plr), QA RESMA, TE 
lim P(x) = Р(х), lim О(х)= Q(z); 


ШЖ Q(>, )>0, Wl 


. ЩТ Р(х) шэг у СОРЄХОЛ: А 
ШОРОО lim Q(z) асо Обь | 2). 
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， 但 必须 注意 :车 Q(x,)=0, 则 关于 商 的 极限 的 运算 法 则 不 能 应 用 , 那 就 需 


要 特别 考虑 ， 下 面 我 们 举 两 个 属于 这 种 情形 的 例题 . 


解 20 йн 分 子 及 分 母 的 极限 都 是 零 ， FEAF., 分 母 不 能 分 别 取 极 
限 . 因 分 子 及 分 母 有 公 因 子 +- 3, 而 х3 时 ,x 关 3,x 一 3 关 0, 可 约 去 这 个 不 为 


零 的 公 因 子 .所 以 


liml 
Їл li =£. 
х3 7-9 ,--3 T PE lim( т 5) 


解 ХЭВ ил -sz+) -上 -5.114- 0, 不 能 应 用 商 的 极 


限 的 运算 法 则 .但 因 


mn SrtA P -54144 0 
хэ 2z 一 3 2":41-3 š 
故 由 第 四 节 定 理 2 得 
lim з сыс -- 
4117-5144 
3° +42? +2 


例 5 slim rs 3. 
R АНГ 去 除 分 母 及 分 子 , 然 后 取 极 限 ; 


4 2 
+ 二 十 
lim Зх +4x жы 5 х ї 3 
=] 45:5-3 1 :5::2:5:223 `° 
7+ — -— 
х т 
这 是 因为 іт 2. = а im 二 -el lim 十 ) = 
oT reor T 
其 中 a У, п 为 正 整 数 ， lim 二 = 人 全 7). 
холын 
| 
56 у стеу 
解 ” 先 用 r 除 分 母 和 分 子 ,然后 求 极 限 ,得 
| 
32222-1 х x ‚лбу 
чол = х +5 Бэр" 1 + 5 2 
тъ рне, 5 
2 т 
ха? +5 


例 7 Жі 222-15, 
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解 ” 应 用 例 6 的 结果 并 根据 上 节 定 理 2, 即 得 
imz 一 之 十 5 ¿sab 
ro37T -2Х-1 ` 
5,116. a уа цал 2 Ма, 0, е, т п 为 非 负 
整数 时 ;有 | | 
| | 2 z, п= т, 
lim ах” tay” teetan 0 
De bra 十 DZ t'etb, “Хф,Ма»т, 


со, n< m. 
例 8 u ma. 
@ ” 当 z 一 co 时 ， шн 
不 能 应 用 . пык g sin z 与 二 二 的 乘积 ， 由 于 二 - 当 z 一 co 时 为 无 穷 小 ,而 
sin x 是 有 界 函 数 , 则 根据 本 节 定 理 2， $ 


lim in Z —(у. 


r° Ж 


定理 6( 复 合 函 数 的 极限 运算 法 则 ) RAR y= /g(x)] 是 由 本 数 u= р(х) 
与 函数 у= /(u) 复 合 而 成 , f[g (x)] 在 点 ху 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 ,车 


lim р(х) = uo, lim (и) A, 且 存在 ó, >0,¥ >€ Ú (zu,6u) 时 ,有 р(х y> 
ЯМ! | I | | 
lim flg(r)]= шуа 


证 按 函 数 极限 的 定义 ， 要 证 : Ve>0, Jô >0, $14 0< |= -2,1< ô 
时 ， 
|If/[g(z=)]- A| <= 
成 立 . | | 
由 于 lim /(и)=А,Ує>0, 3 720, 4 0< 10-и. 1< 78, /(4)-А1«6є 
成 立 . 
又 由 于 lim g(x)= uo ,对 于 上 面 得 到 的 >0,48,>0,40<|х—х,|< 8, 


时 ,jg(z)- u |< КА. 


由 假设 , 当 rE Ü (z, S 8, р(х) и. B 8 = min| 8,8,1}, 024 0 < 
|[=<—z |<ëBf,|g(z=)- uol <7 1605) – u 1320 同时 成 立 , 即 0 < 
|g(z)- u |< 7 RZ, М 
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Iflg(x)]-Al=]|flu)-Al<e 
成 立 . 证 毕 . 
在 定理 6 中 ,把 limg(z)= ш, HUR lim (х) = о lim (е) = оо, ШИВ 
а= A 换 成 lim f(u) = A ,可 得 类 似 的 定理 . 


定理 6 表示 ,如果 函数 g(z) 和 f(4) 满 足 该 定理 的 条 件 ,那么 作 代 换 ， цэ 
g(x) ЕЖ lim а(х) МЕК lim f(u) ,这 里 иь = іт g(x). 


2) @ 1-5 
1. ПИРЕ: 
22 
(1) lim к _ (2) ши? =, 
ga dimi сы, (4) lim & o е. 
l За +2у | 

(уш нан шин (6) їн(2-45:2) 

3-0 ) | : 

i х 1 Я ЛЭГ 
О) аат, Өк зт рү 
(9) im 2.6278, (10) вт (1+2) (2-5), 
OD jm (1 0), 02) ни 233323 08-11, 
(13) ариза (14) lim( гс "ОШ, 3! 

шахан эт 1 vet На 1 = ж 


2. 计算 下 列 极 限 : 


НЭТ 
оу" 
(3) lim (2255-2941). 


3. 计算 下 列 极 限 : 


2 
х 
(2) lim р 1' 


: 21 arctan Ж 
(1) limz2sin —; (2) lim — 
вэб т т 


4. а,Ь, бе, ГРИ =0, lim b, = 1, lim e, = о. F JI BRE h Bl 
些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 一 个 反例 . 


(1) а,<0,,пЄм'; (2) b, <е,,лЄМм'; 
(3) іта,с, 不 存在 ; (4) lim b,c。 不 存在 . 


5. 下 列 陈述 中 ,哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 
一 个 反例 . 
(1) 如 果 Та Get, B lim 5(z) 不 存在 ， 那么 lm [f(z) + g(x)] 不 存在 ; 
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(2) 如 果 lim /(z) 和 lim g(x) 都 不 存在 ,那么 im О) + g(x)] 不 存在 ; 
(3) ШЖ lim f(z) 存在 ,但 lim g(x) 不 存在 ,那么 im f(x+)*g(x) 不 存在 . 
` 6. 证 明 本 节 定 理 3 中 的 (2). 


第 六 节 ”极限 存在 准则 ”两 个 重要 极限 


下 面 讲 判定 极限 存在 的 两 个 准则 以 及 作为 应 用 准则 的 例子 ,讨论 两 个 重要 
极限 :lim ЭШ # — | 及 im(1+ 二 ) =e. 

准则 I 如 果 数 列 |x, dy Е, ЕТЕ: 

(1) AmE, B] nn,EN, 当 n>n, 时 ,有 

СЭЭР 

(2) lim y, =a, lim =, =a, 
那么 数列 |x, | 的 极限 存在 , 且 limxz,=4a. 

证 у, а, =, >а ,所 以 根据 数列 极限 的 定义 ,Vse>0, IERA N. , 4 
n>N, f, ly, -al< XJ ERZ Na, 5 n>N, 时 ,有 |z, -al1<e. 现 在 
取 № = тахіл,, №,, Na) WH n > N 时 ,有 | 

| |у, =а1<є, |2, -а1<е 
同时 成 立 , 即 
а-є< у, <а+є, a-e<z,<uaut+e 
АЈА. LAK n> N 时 ,z, Zt T y, 和 <, 之 间 , 从 而 有 
a—e<y Sr, Sz, аав, 
即 |х„-а|<є 
成 立 .这 就 证 明了 lim >, =a. 

上 述 数列 极限 存在 准则 可 以 推广 到 函数 的 极限 : 

准则 工 如果 

(1) є >€ Ú (z, r) (8141 > МЭВ, 

Р g(z)< у(х) <А(=) 

(2) im п\х)=А, д! һ(х)=А, 
那么 lim f(z) 存 在 , 且 等 于 A. 

准则 1 及 准则 工 称 为 夹 逼 准则 . 
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作为 准则 工 的 应 用 ,下 面 证 明 一 个 重要 的 极限 


sin х 
lim —— 
х-»0 £ 


首先 注意 到 ， mmn 对于- 切 z 天 0 都 有 定义 ， 

在 图 1 - 32 所 示 的 四 分 之 一 的 单位 加 中 , 设 圆心 角 AOB = 
zx (0<х< 4), А 处 的 切线 与 OB 的 延长 线 相交 
T D,X BC L OA , 则 

sin т = СВ, = AB,tan z = AD. ын 


-Б, 


因 为 
А АОВ 的 面积 < 扇形 АОВ 的 面积 < 人 AOD 的 面积 ， И — 


所 以 Jesin z<+=<un EaP 
B|) sin z=< z <tan л. 


不 等 号 各 边 都 除 以 sin + ,就 有 


x 1 
sin £ cos £ 


9 


或 сов < Z<, (1) 
因为 当 z 用 -xz 代替 时 ,cos x 与 并立 都 不 变 ,所 以 上 面 的 不 等 式 对 于 开 区 间 


(至 ,0) 内 的 一 切 r 也 是 成 立 的 . 
为 了 对 (1) 式 应 用 准则 工 ,下 面 来 证 lim cos x = 1. 


事实 上 , 当 0<1z1< 耶 时 ， 


2 


== 一 ] 一 5 = „2 > x шав? 
0< |со8 х —1| = 1 – cos х = 25іп 252(5| 5, 


即 0<1 – соѕ r<. 


当 x 一 0 时 , 工 _>0, 由 准则 工 有 lim(1 -cos г) =0, 所 以 


limcos т=1. 


由 于 limecos r=1, liml = 1， 由 不 等 式 (1) 及 准 风 Г, 即 得 
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从 图 1-33 中 ,也 可 以 看 出 这 个 重要 极限 . 


图 1-33 
例 1 求 lim ==. 
tan т 1 , 
” lim х Е І =) | 
= lim 8! elim = 
2—0 六 r-n COS T 
812 Klim 1.805 = — cos + 
2sin? 二 зїп? 之 
， 1-соз + _ _ 1 2 
解 lim — = im ——ə> = > lim —— 
гт--0 г-80 x= 2 r0 ЁЛ 
(z) 
sin 2- | 
= 1 1 2 =l.p pa i 
2. = 2 2 ` 
2 
x 
sin = 
这 里 倒数 第 二 个 等 号 用 到 了 复合 函数 的 极限 运算 法 则 .实际 上 ,一 和 可 看 
2 
EATER u= ЯФ ПЁ. Blim 2-0, Ип sm -1.8 
sin > | 1 | 
lim = im >" Ч = р, 
woel) 2 "-0 u 
2 


例 3 Klim arcsin хай 


Ё S t=arcsin 24 zr=sin і, У >—0 时 ,有 ，_>0. 于 是 由 复合 函数 的 极 
限 运算 法 则 得 | 


: arcsin хт}. t _ 
lim —— = lim — -1. 
cr T 0 SIN £ 


ЖШІ ”单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
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ШЖ ЯЙ х, | 满足 条 件 
T Ir: Kr «ос сант 
就 称 数列 | х, | 是 单调 增加 的 ;如 果 数 列 |z, | 满足 条 件 
i nn > л> P кы 
ЖЕЛ z | 是 单调 减少 的 .单调 增加 和 单调 减少 的 数列 统称 为 单调 数列 0. 
在 第 二 节 中 曾 证 明 : 收 敛 的 数列 一 定 有 界 .但 那 时 也 曾 指出 :有 界 的 数列 不 
一 定 收敛 .现在 准则 开 表 明 : 如 果 数 列 不 仅 有 界 ,并 且 是 单调 的 ,那么 这 数列 的 极 
限 必 定 存在 ,也 就 是 这 数列 一 定 收敛 . 
对 准则 开 我 们 不 作证 明 ,而 给 出 如 下 的 几何 解释 . 
从 数 轴 上 看 ,对 应 于 单调 数列 的 点 х, 只 可 能 向 一 个 方向 移动 ,所 以 只 有 两 
种 可 能 情形 ;或 者 点 х, 沿 数 轴 移 向 无 穷 远 (z, — + oo 或 xz, 一 一 0); 或 者 点 x, 
无 限 趋 近 于 某 一 个 定点 A (图 1 - 34) ,也 就 是 数列 i z,} 赵 于 一 个 极限 .但 现在 候 
定数 列 是 有 界 的 ,而 有 界 数 列 的 点 >, 都 落 在 数 轴 上 某 一 个 区 间 [ М, M] 内 ， 
那么 上 述 第 一 种 情形 就 不 可 能 发 生 了 .这 就 表示 这 个 数列 趋 于 一 个 极限 ,并且 这 
个 极限 的 绝对 值 不 超过 M. 


П ` П i 
Хү x X x, Хх, А M x 
1-34 


作为 准则 下 的 应 用 ,我 们 讨论 另 一 个 重要 极限 
各 (+ 二 
下 面 考虑 x 取 正 整 数 而 趋 于 + oo 的 情形 . 
# а, = {1+ 二) ,我 们 来 证 数列 zx, | 单调 增加 并 且 有 界 . 按 牛 顿 二 项 公式 ,有 


х л 1 л(п-1),1 “л (п-1)(я-2), 1 Ре 
Е И ПЫ 
п(п- 1): (п п+1) 1 
п! п" 
+ 1/,_1 lí IA 
=1+1+]{! а) +31 : (1 |+ + 
30-10-2-0-52) 
n n n 


Ф 这 里 的 单调 数列 是 广义 的 , 就 是 说 , 在 条 件 中 也 包括 相等 的 以 形 . 以 后 称 单调 数列 都 是 指 这 
.种 广义 的 单调 数列 . 
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1/, 1 „т\с: [ы т] 
al st) | ! Fi) 


| 1 | 1 2: п \ 
(т 112:1:11 т 
比较 x, =, ЕНК, Н] РД ЈЕВ, >, 的 每 一 项 都 小 于 xz 的 对 应 
项 ,并 且 x*,,, 还 多 了 最 后 的 一 项 ,其 值 大 于 0, 因 此 


ад 


这 就 说 明 数 列 | >, | 是 单调 增加 的 .这 个 数列 同时 还 是 有 界 的 . 因为， 如 果 х, 的 
展开 式 中 各 项 括号 内 的 数 用 较 大 的 数 1 代替 ,得 


1 1 1 1 1 1 
yd за ты Ыт Ыы де ТАНЫ 
сЕ 1 
=1+ => 523 
1-= ? 


AARUN a, | 是 有 界 的 .根据 极限 存在 准则 有 1, 这 个 数列 12， | 的 极限 存在 ， 
通常 用 字母 e 来 表示 它 , 即 , 
tim (1+) =e. 
可 以 证 明 , 当 x 取 实数 而 趋 于 + om- сов, Ж i+) 的 极限 都 存在 
且 都 等 于 e. AEO, 


© išËn<r<n+1. 


Н n 与 zx 同时 趋 于 + oo ,因为 


lim (1 + 
n-eo n 
ntl „ 
ш (1+-—) = tim | (14+) (1+4) ее, 
n= п п» оз п " 
lim (1+--) =e. 
aio х 


5 з= - (0+1), W z2— — оо, :— + оо, ДЙ 


1 4 1 - (r+ l) t - (rt 1) 
lim [I+— | = lim (1- 一 一 = lim | 一 一 
дт» = o° л 1-Р t u t+] 1-9 1 юэ +1 
+ 


= im (1+) = üm [(! +) (1+) |е 
© 参阅 习题 1-3 第 10 题 . 
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应 用 夹 通 准 则 , 即 得 


lim (1+) =e. (2) 
дэ» £ 
ЖЛЭХ 。 是 无 理 数 , 它 的 值 是 
е= 2.718 281 828 459 045-. 

在 第 一 节 中 提 到 的 指数 函数 y=e" 以 及 自然 对 数 y= ln z 中 的 底 。 就 是 这 个 党 
Ж. 

利用 复合 函数 的 极限 运算 法 则 ,可 把 (2) 式 写成 另 一 形式 .在 (1+ zx) 中 作 
代 换 = 二 ,得 [1+ 过】 .又 当 =-0 时 xz 一 oo. 因 此 由 复合 函数 的 极限 运算 法 则 
得 ээ 

下 面 的 例 4 也 是 用 代 换 方法 来 做 的 ,实质 上 还 是 用 到 了 复合 函数 的 极限 运 
算法 则 . 

例 4 求 lim {1--=}. 

解 < (= 一 z, 则 当 xz 一 时 ,1 一 %. 于 是 


相应 于 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 准则 荆 ,函数 极限 也 有 类 似 的 准则 .对 于 自 
变量 的 不 同 变化 过 程 (z 一 zu ,x 一 zt , z2— — оо, х + оо), Дз + |] ñ JÉ 
式 . 现 以 хәл. 为 例 , 将 相应 的 准则 叙述 如 下 : 

ЖДП" RRR f(xz) 在 点 zx。 хааг ы а Рх) 
хо 的 左 极限 (ro ) 必 定 存在 . 

` 柯 西 (Cauchy)jd 极 限 存在 准则 

在 第 二 节 例 1 及 例 2 中 ,我 们 看 到 收敛 数列 不 一 定 是 单调 的 .因此 ,准则 开 
所 给 出 的 单调 有 界 这 条 件 ,是 数列 收敛 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 的 . 当然 ,其 中 有 
界 这 一 条 件 对 数列 的 收敛 性 来 说 是 必要 的 .下 面 叙 述 的 柯 西 极 限 存 在 准则 , 它 给 
出 了 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 . | 

柯 西 极 限 存在 准则 Fir, ИНУ ЕА Е: T ФЕ ЫА ЕНГЕ 
数 s ,存在 着 这 样 的 正 整数 N ,使 得 当 w>N,n>N 时 ,就 有 


O Ж ї (Augustin Louis Cauchy,1789 一 1857) ,法 国 数学 家 ,1821 年 他 出 版 了 《分 析 教 程 》.《 无 穷 小 
计算 讲义 》 必 无 穷 小 计算 在 几何 中 的 应 用 ?这 见 部 划时代 的 著作 ,给 出 了 分 析 学 一 系列 基本 概念 的 严格 定 
义 ,将 微 积分 理论 完整 而 严密 地 珊 基 于 极限 的 打 础 之 上 ,从 而 使 他 成 为 严格 微 积分 学 的 葛 基 者 . 
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|z, —+,| <=. 
证 必要 人 性 设 lim z, = a. Ve >0, 由 数列 极限 的 定义 ， 
3 正 整 数 NN, 当 n>N 时 ,有 | Е | 
| эн E 
同样 ,当头 六 六 时 ,也 有 
|z, —a| <>. 
ВЖ, h > N,n>N 时 ,有 | 
|z. а = Ха, та) = Са та) 


< EN => 二 
|х„-а|+|х„ а\<--+- є, 


所 以 条 件 是 必要 的 . 
充分 性 这 里 不 予 证 明 . 
这 准则 的 几何 意义 表示 ,数列 fx,1 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 
HER e ,在 数 轴 上 一 切 具有 足够 大 号 码 的 点 z, 中 ,任意 两 点 间 的 距离 小 于 e. 
柯 西 极限 存在 准则 有 时 也 叫做 柯 西 审 敛 原理 . 


习 题 1-6 
1. HEFIR: 
(1) lim Эп ==, (2) lim tan 3 
+0 £ ' ef -2 
` (3) lim з gr. .| (4) limzcot х: 
узіп Эл? -eg | 
(5) ыс, (6) lim2" sin 2-(2 为 不 等 于 零 的 常数 ). 
-0 ХЫП == 11702 кылу 1 
2. 计算 下 列 极限 : 
(1) 2 ‚журк > 21:18 Эх)? 
r їг 
(3) lim 21 š (4) bea (4 为 正 整数 )、 


“3. 根据 函数 极限 的 定义 ,证 明 极限 存在 的 准则 工 “. ы 
4. 利用 极限 存在 准则 证 明 : 


(D lim /1+ =1; 
n == eo. ” : 


17 1 T 
一 +—— + +— = 
(2) timn - +т n° +2x n az) 
+ 56 ч 


(3) 数列 Y2, /2 + /2 2+ 424472 Е; 
(4) lim /1+т= 
(5) lim . 


第 七 节 无 穷 小 的 比较 
在 第 五 节 中 我 们 已 经 知道 ,两 个 无 穷 小 的 和 、 差 及 乘积 仍旧 是 无 穷 小 .但 是 ， 


关于 两 个 无 穷 小 的 商 , 却 会 出 现 不 同 的 情况 ,例如 , 当 x 一 0 В, Зх." „іп х #Ë 
是 无 穷 小 ,而 


两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 的 各 种 不 同情 况 , 反 映 了 不 同 的 无 穷 小 趋 于 零 的 “快慢 ” 
程度 .就 上 面 几 个 例子 来 说 ,在 x 一 0 的 过 程 中 ,x* 一 0 E 3x 一 0" 快 些 ", 反 过 来 
3+—0 11-90“ 50” ,而 sin x 一 0 与 zx 一 0 快慢 相仿 ”. 

下 面 ,我 们 就 无 穷 小 之 比 的 极限 存在 或 为 无 穷 大 时 ,来 说 明 两 个 无 穷 小 之 间 
的 比较 .应 当 注 意 , 下 面 的 a Жр 都 是 在 同一 个 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 ， 
Н a#0, lim 全 也 是 在 这 个 变化 过 程 中 的 极限 . 

定义 : 

如 果 lim £ -0,88Й p E са 高 阶 的 无 究 小 , 记 作 p= оба): 


如 果 lim E= ,就 说 В E ik a 11:55:13 
如 果 lim Ё = 天 0, 就 说 8 与 a 是 同 队 无 究 小 ; | 
如 果 lim Ë = c 关 0,k>0, 就 说 8 是 关于 a 的 k 阶 无 穷 小 . 


如 果 lim 上 = 1 ,就 说 8 与 a 是 等 价 无 穷 小 , 记 作 a— B. 


显然 ,等 价 无 穷 小 是 同 阶 无 穷 小 的 特殊 情形 , 即 c= 1 的 情形 . 
下 面 举 一 些 例子 : 


2 
因为 lim ЭЖ =0, 所 以 当 x 一 0 时 ,3x? ЖШ х 高 阶 的 无 穷 小 , 即 3z? = 


olx) (=—0). 
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1 
因为 lm 他 = oo ,所 以 当 ион 2 ЖИЛ. 


n” 


因为 lim £ =6, AM xz 一 3 时 ,x? -9 与 + 一 3 是 同 阶 无 穷 小 . 


因为 lim 一 S23 下 = 方 ,所 以 当 х-*0 时 ,1 一 cos r 是 关于 x 的 二 阶 无 穷 小 . 


2 
| 因为 lim sinr 1, Br Ч z—Ü 时 ,sin х 与 xz 是 等 价 元 穷 小 , 即 sin r~ 


T 


x(r—>0). 


下 面 再 举 一 个 常用 的 等 价 无 穷 小 的 例子 . 
Ё|1 证 明 : 当 x 一 0 时,Y ГЕХ-1-4х. 


证 因为 | 
T /1+т-1_,. (Vl+x)”-1 
ш | 2441 сусу у. 
Т. Тажутов] 


n -1Ф 


= lim nr FO 
а (LE qasaq 
所 以 V1l+x - 1-1. (х->0). 


> 


关于 等 价 无 穷 小 ,有 下 面 两 个 定理 . 
定理 1 8 与 a 是 等 价 无 穷 小 的 充分 必要 条 件 为 
В-а +о(а). 


证 必要 性 iZ a-— B, 
lim 25-12 1)=lim£-1=0, 


a a 


因此 @—а=о(ае),Ш В=а+о(а). 
充分 性 设 B8=a+o(a), 则 ° 
lim Ё = lim 20642 -цуд(14:0891-, 
a a a 
因此 a ~ В. 


Ч . 2 1 
52 因为 当 x 一 0 时 ,sin х ~ х, ап x~ х ,агсѕіп л +z ,1* cos r— z, 


Ф 极限 lim J/(I++r)”"”=1l(m=n-l,n-2,=-,1)HI2 f Ei 1 — 6 中 题 4(4) 的 结果 及 第 五 节 中 
定理 3 的 推论 2. š 
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所 以 当 z—0 时 有 


81215293 0(1), їапт=хтх+о(т), 


1 1 
arcsin х= х +о(х), 1-сов e= +o(x°). 


定理 2 设 a~a' p~p, E lim EE, M 


ia а 25. 

а а 
证 im 28) 
а B < а 

=й ры lim Ё. Nn 

B a a 


定理 2 表明 , 求 两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 时 ,分子 及 分 母 都 可 用 等 价 无 穷 小 来 
代替 .因此 ,如 果 用 来 代替 的 无 穷 小 选 得 适当 的 话 ,可 以 使 计算 简化 .  - 


Ф] з 求 lim 182. 22 tan 2x 
о sin Sx ` 


解 ” 当 x 一 0 时 ,tan 25 ~ 22 ,sin 5х-—5хт, VA 


tan 2з. 2Х 2 


— 


lim 5051 -Sr 5 


: sin x 
шыш эг 


解 H =—0 时 ,sin r~r, AR х +3х 与 它 本 身 显 然 是 等 价 的 ,所 以 


lim me = lim 2 = lim 一 一 一 二 一 
r0 xr + 3 a -1 TX 十 3 3: 


815 Rim LHD, 


cos > — 1 


Ж > х—0 时 , (1 + z2)3 _ ПЕЕ нон же - 12°, 


3 
1 ә 
li Utr aLa з --2 
о cos 1-1 тр О 3 3 
- х 
2] ЮМ 1-7 


|. 4 2—0 8,2027 5 a? а? 相 比 , 哪 一 个 是 高 阶 无 穷 小 ? 
2. 当 z 一 1 时 ,无 穷 小 1-zx 和 (1 1-47,(2) 可 (1- z) 是 否 同 阶 ? 是 否 等 价 ? 
3. 证 明 : 当 xz 一 0 时 ,有 
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(1) arctan кг-д: (2) вес + -1-1-. 


2 
4. 利用 等 价 无 穷 小 的 性 质 , 求 下 列 极限 : 


(1) lim = 3 ; (2) lim sin( т" ) (п.т ЖЕЖ Ж); 
0 -0 (sin +) 
(3) 8 tan x sin z, (4) li sin 之 一 tn | 
ы sin” + — CTl -1)(v I+sin -1) 
5. 证 明 无 穷 小 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 : 
(1) a 一 a (ARH); (2) #a—B,WJ 8-а (对 称 性 ); 


(3) #а&—В8.В— Y, а-у (传递 性 ). 


第 八 节 ”函数 的 连续 性 与 间断 点 


一 、 函 数 的 连续 性 


自然 界 中 有 许多 现象 ,如 气温 的 变化 .河水 的 流动 .植物 的 生长 等 等 ,都 是 连 
续 地 变化 着 的 .这 种 现象 在 函数 关系 上 的 反映 ,就 是 函数 的 连续 性 .例如 就 气温 
的 变化 来 看 ,当时 间 变 动 很 微小 时 ,气温 的 变化 也 很 微小 ,这 种 特点 就 是 所 谓 连 
续 性 .下 面 我 们 先 引入 增 量 的 概念 ,然后 来 描述 连续 性 ,并 引出 函数 的 连续 性 的 
定义 . 

设 变 量 u 从 它 的 一 个 初 值 4， 变 到 终 值 u,, 终 值 与 初 值 的 差 и, - u, ЖЩ 
做 变量 u 的 增 量 , 记 作 Ди, Вр 

AUS u, ul. 

ШШ Ли 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 .在 Au 为 正 的 情形 ,变量 u Ми, 变 到 
из = и, Ан 时 是 增 大 的 ; 当 Ан 为 负 时 ,变量 u 是 减 小 的 . 

应 该 注意 到 :记号 Ан 并 不 表示 某 个 量 A 与 变量 и 的 乘积 ， 而 是 一 个 整体 
不 可 分 割 的 记号 . 

现在 假定 函数 y= f(x) 在 点 ze 的 某 一 个 邻 域内 是 有 定义 的 , 当 自 变量 > 
在 这 邻 域内 从 х, ЖЕЎ] ze+Az 时 ,函数 у 相应 的 从 бу 
f(zo) 变 到 flr + Ar), 因 此 函数 y 的 对 应 增 量 为 。 Дд 

Ay= f(z + Axz)- f(x). 

这 个 关系 式 的 几何 解释 如 图 – 35 所 示 . 

假如 保持 z, 不 变 而 让 上 自 变 量 的 增 量 Ar 变动 ， О 
一 般 说 来 ,函数 y 的 增 量 Ay 也 要 随 着 变动 . 现在 我 
们 对 连续 性 的 概念 可 以 这 样 描 述 : 如 果 当 Ах 趋 于 
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零 时 ,函数 y 的 对 应 增 量 га: 也 趋 于 零 , 即 
limAy= 0. | (1) 

或 (zu)]=0， 
那么 就 称 函 数 у= Кх) хо 处 是 连续 的 , 即 有 下 述 定义 : 

ЖУ RAR y= f(x) 在 点 z, 的 某 一 邻 域内 有 定义 ， 如 果 

limAy= lim[ f(z, + Az) — f(z0)]= 0, | 

ЯР АЯКА у= F(z) 在 点 хо 连续 . 

为 了 应 用 方便 起 见 , 下 面 把 函数 y= f(z) 在 点 хү, 连续 的 定义 用 不 同 的 方 
式 来 叙述 . | | 

B r= х + Ах, M Az—0 就 是 rri X. H + 

Ay= f(xo tAz)- f(ro)= f(=)—- f(r,) 
即 х) = Рх) + Ду, 
可 见 Ay—0 就 是 F(z) 一 .F(zo), 因 此 (1) 式 与 
lim f(z) = f(zo) 

相当 .所 以 ,函数 y= f(z ) 在 点 xo 连续 的 定义 又 可 叙述 如 下 : 

RAR y= f(z) 在 点 zu 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如 果 
lim f(x)= /(хь), (2) 
那么 就 称 函 数 F(z) 在 点 ху 连续 . О i 

НЖЖ f(z) H r> ro 时 的 极限 的 定义 可 知 , 上 述 定 义 也 可 用 “e - 6" 语言 
表达 如 下 : 

f(z) 在 点 х ЖӘ Ve >0, 368 >0,34 | z -—- >z | < 6 时 ,有 
ТЭР (m )|<e., | | 

下 面 说 明 左 连续 及 右 连 续 的 概念 

如 果 lim /(х)= /(х„ ) 存 在 且 等 于 f(x), BI 


(zu )= /(хь), 
就 说 函数 F(z) 在 点 х, 左 连续 .如 果 lim f(z)= f(xo ) 存 在 且 等 于 f(x。,), 即 


f(zxo )= /(хь), 
就 说 函数 f(z) 在 点 ху 右 连续 . 

在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 ,叫做 在 该 六 区 间 上 的 连续 函数 ,或 者 说 函数 在 
该 区 间 上 连续 .如 果 区 间 包 括 端点 ,那么 нени s sans, 在 左 端 
点 连续 是 指 右 连续 . 
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连续 函数 的 图 形 是 一 条 连续 而 不 间断 的 曲线 ， 
在 第 五 节 中 ,我 们 曾经 证 明 :如 果 f(z) 是 有 理 整 函数 (多 项 式 ), 则 对 于 任 
意 的 实数 z, ,都 有 lim f(x) = f(z。o) ,因此 有 理 整 函数 在 区 间 ( оо, + co ) 内 是 


连续 的 ,对 于 有 理 分 式 函数 F(z) = PCO, RE Q(zo) 天 0, 就 有 lim Р(х) = 
F(z0) ,因此 有 理 分 式 函数 在 其 定义 域内 的 每 一 点 都 是 连续 的 . 

由 第 三 节 例 5 可知, 函数 /(x)=Vz 在 (0, + oo ) 内 是 连续 的 . | 

作为 例子 ,我 们 来 证 明 ‚ШЖ у = sin x 在 区 间 ( оо, + оо) ру 5368808. 

设 z 是 区 间 ( - o, + oo ) 内 任意 取 定 的 一 点 . 当 > 有 增 量 Az 时 ,对 应 的 函 
数 的 增 量 为 


Ay= sin(x + Дх) – ѕіп х, 


由 三 角 公 式 有 

sin(x + Ах) —sin z = 2sin 学 os( = + S J, 
注意 到 cs 人 > «За, 
就 推 得 аас А) nl | 


因为 对 于 任意 的 角度 a , 当 аг 0 时 有 lsin al< |c| ,所 以 
0 委 |Ay|=|sin(z+Azr)-sinz|<1Azr|， | 
因此 , 当 Ax 一 0 时 ,由 夹 逼 准则 得 |Ay| 一 0, 这 就 证 明了 у= sin x 对 于 任 一 
xzE(-co,+oco) 是 连续 的 . | 
类 似 地 可 以 证 明 ,函数 у = cos х 在 区 间 (- со, + oo) 内 是 连续 的 . 


二 、 函 数 的 间断 点 


设 函 数 /(x) 在 点 x。 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 .在 此 前 提 下 ,如果 函数 f(z) 
有 下 列 三 种 情形 之 一 : 
(1 在 x=x。 没有 定义 ; 
(2) BÆ ла, 有 定义 ,但 lim f(x) 不 存在 ; 
(3) BÆ += x, 有 定义 , 且 lim f(x) 存 在 ,但 lim f(z)2 / (хь), 
则 函数 A(z) 在 点 z, 为 不 连续 ,而 点 +, 称 为 函数 f(z ) 的 不 连续 点 或 间断 点 ， 


下 面 举 例 来 说 明 函 数 间断 点 的 几 种 常见 类 型 . 
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811 正切 函数 y = tan + Е > =E X, 所 以 点 z= 本 是 函数 tan т . 
的 间断 点 . 因 


limtan х = о, 


我 们 称 z= 也 为 函数 tan х 的 无 穷 间断 点 (图 1 - 36). 
例 2 函数 y= sin 二 在 点 zx=0 没有 定义 ; 当 z->0 时 ,函数 值 在 -1 与 +1 


之 间 变动 无 限 多 次 (图 1 - 37) ,所 以 点 r= 0 称 为 函数 sin — ӨВД. 


例 3 函数 y = 二 IEN r= 没有 定义 ， 所 以 明 数 在 点 x=1 为 不 连续 


(图 1 -38). 但 这 里 


lim ST = (л + 1)=2. 


гт» 


如 果 补 充 定 义 : 令 x=1 时 y=2, 则 所 给 函数 在 +=1 成 
为 连续 .所 以 x = 1 称 为 该 函数 的 可 去 间断 点 . 
例 4 函数 


х, аж, 
ү z 
> 75l. 1-38 
这 里 lim/(x) = lin =1, 但 /(1)= ,所 以 
б) деу 


因此 ,点 x=1 EKR f(z) 的 间断 点 (图 1-39). 但 如 果 改 变 函 数 f(x) 在 3 х=] 
处 的 定义 : 令 f(1)=1, 则 f(zx) 在 >= 1 RAER. MA x = 1 ШКУ ОЙ 
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可 去 间断 点 ， 
15 Ай 


x-i, r<0, 
rozo к=бу . 
xt] 130. 
这 里 , 当 x 一 0 时 ， | 
ЫН Рх) = lim (z -1)= - 


xr- ` reo 


Üm (z) = lim (x +1)=1. 


Ы 


左 极 限 与 右 极 限 虽 都 存在 ， 但 不 相等 ， 故 极限 limf(xz) 不 存在 ,所 以 点 +=0 是 函 


数 7(z) 的 间断 点 (图 1-40). 因 >y= f(x) 的 图 形 在 xz=0 处 产生 跳 嫉 现象 ,我 
们 称 x =0 为 函数 fC ) ВКА. 


图 1-39 1-40 


上 面 举 了 一 些 间断 点 的 例子 ,通常 把 间断 点 分 成 两 类 :如 果 х 是 函数 
f(z ) 的 间断 点 ,但 左 极限 /(х„ ) 及 右 极限 f(x, ) 都 存在 ,那么 x, 称 为 函数 
f (< ) 的 第 一 类 间断 点 .不 是 第 一 类 间断 点 的 任何 间断 点 , 称 为 第 二 类 间断 点 .在 
第 一 类 间断 点 中 ,左右 极限 相等 者 称 为 可 去 间断 点 ,不 相等 者 称 为 跳跃 间断 点 . 
无 穷 间断 点 和 振荡 间断 点 显然 是 第 二 类 间断 点 . 


习 题 1-8 


1. 设 y= f(x) 的 图 形 如 图 1! ~ 41 所 示 , 试 指出 /(z) 的 全 部 间断 点 ,并 对 可 去 间断 点 补 
充 或 修改 函数 值 的 定义 ,使 它 成 为 连续 点 . 
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2. 研究 下 列 函数 的 连续 性 ,并 画 出 函数 的 图 形 ， 
2°. 0<2<1, 

1) f = 

(1) /(>) юэ 22 

Ts -1<=x<1, 

1, z< -1 或 zx>1. 

3. 下 列 函 数 在 指出 的 点 处 间断 ,说 明 这 些 间断 点 属于 2“ 


哪 一 类 ,如 果 是 可 去 间断 点 , 则 补充 或 改变 函数 的 定义 使 它 . 
же. | | 


(2) f(x)= 


2 
=] 
= ж=1,х=2{ 
ыа зр 


(2) у= ——,х=Ёк,хт=Ёйк+-- (8-0,Е1,82-4), 


1 
= 227632: = 0.: 
(3) у= cos тэл 0: 
х-1, х«1, 


(4) = х=]. 
М 3286 28291, i 


4. 讨论 函数 Сх) = lim үт ERE EA MIA ARA. 


5. 下 列 陈述 中 ,哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ?如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 
一 个 反例 ， | 
(1) WRK F(z) 在 a 连续 ,那么 | /(x)| 也 在 a 连续 ; 
(2) 如 果 函 数 | f(x)| 在 a 连续 ,那么 /(xz) 也 在 a 连续 . 
`6. 证 明 : 若 函数 f(z) 在 点 хо 连续 且 /f(xzo) 关 0, 则 存在 х, 的 某 一 邻 域 U(zo), 当 
xE (хл), /(х)5®0. 
“7. 设 
| ху 60, 
FS 0 rer\o, 
证 明 : | 
(1) Лх) т=0 2, 
(2) f(z) 在 非 零 的 > 处 都 不 连续 . 
“8, 试 举 出 具有 以 下 性 质 的 函数 /(z) 的 例子 : 


х=0,+1,+2, + 


tə|— 


он tE i F(z) 的 所 有 间断 点 НЕ ПЕ ЖЭИЕ А. 
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第 九 节 ”连续 函数 的 运算 与 初等 函数 的 连续 性 


一 、 连 续 函 数 的 和 、 差 . 积 、 商 的 连续 性 

由 函数 在 某 点 连续 的 定义 和 极限 的 四 则 运算 法 则 ,立即 可 得 出 下 面 的 定理 . 

定理 1 RBR f(x) 和 g(x) 在 点 z, 连续 , 则 它们 的 和 ( 差 )ftg\ 积 ff*g 
ж Оң g(xo) 关 0 时 ) 都 在 点 х, 连续 . 


811 因 tan z = ЭШ # сор к = È — 二 ,而 sin x 和 cos х 都 在 区 间 ( — o, 


+ co ) 内 连续 (第 八 节 ) , 故 由 定理 1 tan x 和 сот + 在 它们 的 定义 域内 是 连续 
НУ. 


二 、 反 函数 与 复合 函数 的 连续 性 


反 函 数 和 复合 函数 的 概念 已 经 在 第 一 节 中 讲 过 ,这 里 来 讨论 它们 的 连续 性 ， 

定理 2 如 果 函 数 y= F(z) 在 区 间 r, 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 ， 那 
АЕБ > = f !(y) 也 在 对 应 的 区 间 1,= |у|у= f(z), xE1,1 上 单调 增 
加 (或 单调 减少 ) 且 连续 . 

证 明 从 上 略 . 

例 2 由 于 y=sin z 在 闭 区 间 | -把 ,于 | 上 单调 增加 且 连 续 ,所 以 它 的 反 
PKI SI у = arcsin + 在 闭 区 间 [ -1,1] 上 也 是 单调 增加 且 连 续 的 

同样 ,应 用 定理 2 可 证 ;y= arccos х 在 闭 区 间 [ -1,1j 上 单调 减少 且 连 续 ; 
у =arctan х 在 区 间 (- оо, + co) 内 单调 增加 且 连 续 ;y = arccot > 在 区 间 ( — оо 
+ oo ) 内 单调 减少 且 连 续 . 

总 之 , 反 三 角 函 数 arcsin > ,arccos z ,arctan zyarccot x' 在 它们 的 定义 域内 
都 是 连续 的 . | 

定理 3 ЇЕ у= f[g(x)] 由 函数 x = g(x) 与 函数 y= flu )S G TN PX, 
0 (zu)CDr- 若 limg(z)= uo у= /(и) и = и, 连续 , 则 

lim f[g(z)]= lim f(u) = /Си„). (1) 


证 在 第 五 节 定 理 6 中 , 令 A= 帮 uso)( 这 时 Ju) 在 点 u 连续 ), 并 取消 
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“存在 520,4 z€ Ü (zo,66) 时 ,有 а(х) зи, RRI, ELEDE. ix 
E gl(r)Æu, 这 条 件 可 以 取消 的 理由 是 : Ye >0, 使 g(x)= u, 成 立 的 那些 点 
,显然 也 使 | FLg(z)]- fu )| <£ 成立. 因此 附加 g(x) 关 u, 这 条 件 就 没有 
必要 了 . 
因为 在 定理 3 中 有 
lim g(x)= но, lim f(u)= f(uo), 
故 (1) 式 又 可 写成 | 
lm f[g(z)]= fl lim g(x)]. (2) 
(1) 式 表示 ,在 定理 3 的 条 件 下 ， 如 果 作 代 换 u 222) 那么 求 lim f[g(z)1 
就 化 为 求 im f(u) AE и, = lim glz). | 
(2) 式 表示 ,在 定理 3 的 条 件 下 КЕ fle (z)]89 ЕШ, Р ЛЭГ 
与 极限 号 Шин 可 以 交换 次 序 . 


把 定理 3 中 的 x 一 zo 换 成 rz 一 co ,可 得 类 似 的 定理 . 
例 3 Rim | Z5. 


3 ú кее . х-3_1 
解 y= g TAH y=V "与 v= AA ШД AA lim =: 


而 函数 y=V UTE и = 亏 连续 ,所 以 


3 i= е 
定理 4 ЇЙ у= f[g(x)j] 是 由 函数 4 = g(xz) 与 函数 y= f(u) 复 合 而 
成 ,U(xz,)CD,., .车 函数 x = g(x) 在 x= х, EBE, B р(х.) = uo, 而 函数 y= 
f(u) u= и, 连续 , 则 复合 函数 y= f[g(z)]# x= xz, 也 连续 . 
证 只 要 在 定理 3 中 令 u = g(xo), 这 就 表示 g(x ) 在 点 хо 连续 ,于 是 由 
(1) 式 得 
lim /Гк(х)1= на) = ЯС), 


这 就 证 明了 复合 函数 f[g(z)] 在 点 ху 连续. 
例 4 讨论 函数 y= sin 二 的 连续 性 . 
Ш 函数 y=sin 二 可 看 作 是 由 v= 二 及 y=sin и 复合 而 成 的 .二 当 - оо< 
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+<0#l0< x< + c 时 是 连续 的 ,sin и 当 - о<и< +co 时 是 连续 的 .根据 定理 
4 ,函数 sin 二 在 无 限 区 间 ( - ,0) 和 (0, + co ) 内 是 连续 的 . 


= 、 初 等 函数 的 连续 性 


前 面 证 明了 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 . 

我 们 指出 (但 不 详细 讨论 ) ,指数 函数 a” (a >0,a 关 1) 对 于 一 切实 数 + 都 
有 定义 , 且 在 区 间 ( — оо, + %) 内 是 单调 的 和 连续 的 , 它 的 值 域 为 (0, + со). 

由 指数 函数 的 单调 性 和 连续 性 ,引用 定理 2 可 得 :对 数 孙 数 logier (a >0, 
a 关 1) 在 区 间 (0, + co) 内 单调 且 连 续 . 

ЖО у= z“ 的 定义 域 随 p 的 值 而 异 ,但 无 论 jy 为 何 值 ， 在 区 间 (0, + со) 
内 寡 函 数 总 是 有 定义 的 . 下 面 我 们 来 证 明 ， 在 (0, + co) 内 寡 函 数 是 连续 的 .事实 
上 , 设 x >0, 则 

у= х" за”, 
ВО, ЮА х" 可 看 作 是 由 y= а“, и = шовх 复合 而 成 的 ,由 此 ,根据 定理 4, 
EEO, + co) 内 连续 ,如 果 对 于 jp 取 各 种 不 同 值 加 以 分 别 讨论 ,可 以 证 明 ( 证 明 
从 上 略 ) 只 函数 在 它 的 定义 域内 是 连续 的 . 

综合 起 来 得 到 :基本 初等 函数 在 它们 的 定义 域内 都 是 连续 的 . 

最 后 ,根据 第 一 节 中 关于 初等 函数 的 定义 ,由 基本 初等 函数 的 连续 性 以 及 本 
节 定 理 1 .定理 4 可 得 下 列 重要 结论 :一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 
的 .所 谓 定义 区 间 , 就 是 包含 在 定义 域内 的 区 间 . 

根据 函数 f(z ) 在 点 zx。 连续 的 定义 ， 如 果 已 知 f(x) 在 点 ze 连续 ,那么 求 
f(z) 当 x 一 zo 的 极限 时 ,只 要 求 (x) 在 点 z, 的 函数 值 就 行 了 .因此 ,上 述 关 
于 初等 函数 连续 性 的 结论 提供 了 求 极限 的 一 个 方法 ,这 就 是 :如 果 а 
函数 , 且 ле шалаа ¿o 则 

Mm) f(x). 


Pa ЖИЙН УЛ БӨ ЖЕМ qa aa sU 
lim V 1— 2° =VI=1; 又 如 点 z, = 万 是 初等 函数 /(z)=In sin z 的 一 个 定义 区 
间 (0,7) 内 的 点 ,所 以 


limln sin z = [а sin > = 0. 


т" 5 


z 


例 5 Rim 一 


т 


. 68 > 


1 1+r -1 ，(VI+z ` -1)(Vl1+ zx +1) 

Ж lim ——-=]l]im —— — `" -— 
| 2-0 2 | г #0 (4144) +1) 

= |і 

аы!) 1+ 


+ 5 
Hj 6 Ж.П 


log,(l+z) 1 1 
解 салан = 2 = limlog, (1 + х) = log, e= —. 
例 7 Klim $ 


R Фа”-151, EEE TES 当 x 一 0 时 1 一 0, 于 是 


lim а im t =]n a 
o TX 1-0 log, (1-2) š 
例 8 求 lim(1 Hayje 
Ж ”因为 | 


(1 +2у)ёз = (1+2ху)їгжт* = е ео! oF А 
利用 定理 3 及 极限 的 运算 法 则 , 便 有 


fim | 6:-1- ласт #22922 
lim(1 + 2) е ад lag. 


一 般 的 ,对 于 形 如 их" (xz)>0,x(z) 天 1) 的 函数 (通常 称 为 括 指 函 
数 ) ,如 果 
limu(x)=a>0, limv(x)= b, 
那么 
limu (r) =a. 


注意 :这 里 三 个 lim 都 表示 在 同一 自 变量 变化 过 程 中 的 极限 . 
> 题 1-9 


1, k 8 8 /(т) = r tar 3 的 连续 区 间 ,并 求 极限 limn/(z)， lim f (z ) 及 
іт / с). 
2. RAR (r) gir) co ЖЕ  HEEH РЕЖ 
gp(x)= maxi f(r), g(r)l, yr)=min{ flr), (х) 
在 点 х, ER. | 
3. 求 下 列 极限 : 
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(1) lim Ул) -2а445, (2) Jim (іп 20) 5: 


a: 
(3) lim ln(2cos 22): (4) lim — +! 7 
1» + а] 4! 
(5) а цан Se Z е; (6) lim sin z —sin a 
+a лг а ; 
(7) lim (м х? +r- z- ут). 
4. 求 下 列 极限 : 
(1) ёте? ; (2) lim In sin х. 
УК 4-0 е М 
(3) tim (1 +L); (4) lim(1 + 31an? к)". 


(5) lim (32-2 У 1 +лап т-у 1+ зіп z 
шаба T x V l+ sin” т = 
5. (т) R Е, Н f(x) 关 0,gp(x) 在 R 上 有 定义 , 且 有 间断 点 , 则 下 列 陈 述 中 哪 
些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ?如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 一 个 反例 . 


r-l 
)” ; (6) lim 


(1) 8[A(z)] 必 有 间断 点 ; (2) ГесэР 必 有 间断 点 ; 
(3) /[9g(z)] 未 必 有 同 断 点 ; — (4) PEA BI 5. 
6. РЕК 

_ je +<0, 

цэг atx, х20. 


应 当 怎样 选择 数 a ,使 得 /(z) 成 为 在 ( оо, + oq) 内 的 连续 函数 . 
第 十 节 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


第 八 节 中 已 说 明了 函数 在 区 间 上 连续 的 概念 ,如 果 函 数 /(z) 在 开 区 间 (a， 
b ) 内 连续 ,在 右 端点 5 左 连续 ,在 左 端 点 а 右 连 续 , 那 么 函数 f(z ) 就 是 在 闭 区 
间 [a ,5] 上 连续 的 .在 闭 区 间 上 连续 的 函数 有 几 个 重要 的 性 质 , 今 以 定理 的 形式 
REEN. 


一 、 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 


先 说 明 最 大 值 和 最 小 值 的 概念 .对 于 在 区 间 1 上 有 定义 的 函数 f(x), 如 果 
有 ro €I, ERF rE IRA 
Рх) xa) (Fr) f(z.)), 
则 称 F(zo) 是 函数 f(z) 在 区 间 1 上 的 最 大 值 ( 最 小 值 ). 
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例如 ,函数 (х) = l+ іп z 在 区 间 [0,2x] 上 有 最 大 值 2 和 最 小 值 0. 又 例 
如 ,函数 /(х) = sgn х EKIH- co,+co) 内 有 最 大 值 1 和 最 小 值 ~1. 在 开 区 
间 (0, + ce) 内 ,sgn + 的 最 大 值 和 最 小 值 都 等 于 1 (注意 :最 大 值 和 最 小 值 可 以 
相等 !). 但 函数 F(z)=xz 在 开 区 间 (a ,6b) 内 既 无 最 大 值 又 元 最 小 值 .下 面 的 定 
理 给 出 函数 有 界 且 最 大 值 和 最 小 值 存在 的 充分 条 件 . 

定理 1( 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 上 
有 界 且 一 定 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

这 就 是 说 ,如 果 函 数 r) ТЕЙ [а ,5] 上 连续 ,那么 存在 常数 M >0, 使 
得 对 任 一 x+E[a,bj], 满 足 | f(x)| 三 M; 且 至 少 有 一 y 
点 名, 使 1(&,) 是 f(x) 在 [a,5] 上 的 最 大 值 ;又 至 少 
有 一 点 色 ,使 f(&,) 是 f(x) 在 [a,6b5] 上 的 最 小 值 ( 图 
1—42). 

这 里 不 予 证 明 . 

注意 ”如果 函数 在 开 区 间 内 连续 ,或 函数 在 闭 区 
间 上 有 间断 点 ,那么 函数 在 该 区 间 上 不 一 定 有 界 , 也 1-42 
不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 .例如 ,函数 y= tan x 在 开 


区 间 ( - 到 ,入 ) 内 是 连续 的 ,但 它 在 开 区 间 { -于 ,于 内 是 无 界 的 , 且 既 无 最 大 
值 又 无 最 小 值 Y 又 如 ,函数 y 


-1+1, 0<xr<1, 
у= f(x)= 1, х= 41, 


-х+3, 1<:1%2 ! 
在 闭 区 间 [0,2] 上 有 间断 点 x = 1, 这 函数 f(x) 在 闭 区 
间 [0,2] 上 虽然 有 界 , 但 是 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 (图 1 1 
-43). 
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二 、 零 点 定理 与 介 值 定 理 


如 果 >, 使 f(zu) = 0, 则 хо 称 为 函数 F(z) 的 零点 ， 

定理 2( 零 点 定理 ) RAA f(z) 在 闭 区 间 [c ,4b5] 上 连续 ,上 且 f(a) 与 f(b) 
Я-5(8 /(а):/(5) 0) ,那么 在 开 区 间 (a ,6b) 内 至 少 有 一 点 ё, 使 

/(ё)=0. 

这 里 不 予 证 明 . 

从 几何 上 看 ,定理 2 表示: 如果 连续 曲线 弧 y= f(z) 的 两 个 端点 位 于 xz 轴 
的 不 同 侧 ,那么 这 段 曲线 弧 与 > 轴 至 少 有 一 个 交点 (图 1 - 44). 
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由 定理 2 立即 可 推 得 下 列 较 一 般 性 的 定理 ， 》 

定理 3( 介 值 定 理 ) RAR /(z) 在 闭 区 间 
[a ,5] 上 连续 , 且 在 这 区 间 的 端点 取 不 同 的 函数 值 

Jf(a)=A 及 /f(b)=B, 
那么 ,对 于 A 与 日 之 间 的 任意 一 个 数 C ,在 开 区 间 — 
(a0) 内 至 少 有 一 点 和 ,使 得 
/(&)=С (а<ё<ьЬ). 

证 设 g(z)=f(x)-C, 则 .p(x) 在 闭 区 间 图 1-44 
[a,6] 上 连续 ,上 且 p(a)=A-C 与 p(56)=B-C 异 号 .根据 零点 定理 , 开 区 间 
(a ,5b) 内 至 少 有 一 点 £ 使 得 

| ф(ё)=0 (a<Ẹ<b). 
X ф(ё)= (2) - С, KE h FE ШИН | 
ё) = С (а<ё<Ь). 

这 定理 的 几何 意义 是 ;连续 曲线 弧 y= f(x ) 与 水 平 直 线 у= C 至 少 相交 于 
一 点 (图 1—45). y 
推论 ”在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 取 得 介 于 最 大 
值 M 与 最 小 值 之 间 的 任何 值 . 8 

Ë m= (х1), M= f(x,), 而 m = M ,在 闭 区 С 
间 [z,z:] (或 [zx;,x1]) 上 应 用 介 值 定理 , 即 得 上 5 
述 推论 . 

例 1 证 明 方 程 x* -4x*:+1=0 在 区 间 (0,1) 1-45 
内 至 少 有 一 个 根 . 

证 函数 f(x)=x - 42° +1 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,又 

f(0)=1>0, f(1)=-2<0. 
根据 零点 定理 ;在 (0,1) 内 至 少 有 一 点 &, 使 得 
f(€)=0, 
即 2-4841-0 (0<é€<1). 
这 等 式 说 明 方程 xz -4z +1=0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 是 E. 


“三 、 一 致 连续 性 


我 们 先 介绍 函数 的 一 致 连续 性 概念 . 
设 函 数 在 区 间 I 上 连续 ,x。 是 在 1 上 任意 取 定 的 一 个 点 .由 于 f(x) 在 点 
r 连续 ,因此 Ye>0,36>0, 使 得 当 |x -zro|l<6 时 ,就 有 | f(z)- f(z )] <. 
通常 这 个 6 不 仅 与 es 有 关 , 而 且 与 所 取 定 的 хо 有 关 , 即 使 e 不 变 , 但 选取 区 间 1 
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上 的 其 他 点 作为 x。 时 ,这 个 6 就 不 一 定 适用 了 .可 是 对 于 某 些 函数 , 却 有 这 样 一 
种 重要 情形 :存在 着 只 与 es 有 关 , 而 对 区 间 1 上 任何 点 x。 都 能 适用 的 正 数 2, Вр 
对 任何 z+. € I, RE |x- zol<s 时 ,就 有 |JFz)- flr) <e. WRR fa) 
在 区 间 I 上 能 使 这 种 情形 发 生 ,就 说 函数 六 >z) 在 区 间 1 上 是 一 致 连续 的 . 

定义 RER f(x) 在 区 间 I 上 有 定义 .如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 。 ,总 存 
ERER $ ,使 得 对 于 区 间 I 上 的 任意 两 点 zx, .zx;, 当 |x, ar< 时 ,就 有 

| [/(х,)- (zs)1<e， 
那么 称 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 是 一 致 连续 的 . | 

一 致 连续 性 表示 ,不 论 在 区 间 的 任何 部 分 ,只 要 自 变量 的 两 个 数值 接近 
到 一 定 程度 ,就 可 使 对 应 的 函数 值 达到 所 指定 的 接近 程度 . 

由 上 述 定义 可 知 ,如 果 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 一 致 连续 ,那么 F(z) 在 区 间 1 
上 也 是 连续 的 .但 反 过 来 不 一 定 成 立 ,举例 说 明 如 下 : 


012 函数 f(z)= 二 在 区 间 (0,1] 上 是 连续 的 ,但 不 是 一 致 连续 的 ， 


因为 函数 а) = 上 是 初等 函数 , 它 在 区 间 (0,1] 上 有 定义 ,所 以 在 (0,1] 上 
是 连续 的 . 

Ve>0 (0<e<1), 假 定 f(x) = 二 在 (0,1] 上 一 致 连续 ,应 该 36>0, 使 得 
对 于 (0,1] 上 的 任意 两 个 值 z. ,x;, 当 |x, 一 x;1<6 时 ,就 有 | f(x ,)- f(x;)| 
<e. | 


现在 取 原 点 附近 的 两 点 
1 


za 一 +， 


其 中 n 为 正 整数 ,这 样 的 rz 显然 在 (0,1] 上 . 


_ 1 
Лр, 
n 


K. i. 
i : п ntl n (n +F)’ 
故 只 要 n 取得 足够 大 ,总 能 使 | x - x,|1<6. 但 这 时 有 
0х1) = Рб) = OEN =|n-(n+1)|=1>e, 


1 


n ntl 
不 符合 一 臻 连续 的 定义 ,所 以 /(x)= 二 在 (0,1] 上 不 是 一 臻 连续 的 . 


上 例 说 明 ,在 半 开 区 间 上 连续 的 函数 不 一 定 在 该 区 间 上 一 致 连续 .但 是 ,有 
下 面 的 定理 : 
定理 4( 一 致 连续 性 定理 ) 如果 函数 f(x ) 在 闭 区 间 [4 ,4b] 上 连续 ,那么 它 
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在 该 区 间 上 一 致 连续 . 
这 里 不 予 证 明 . 


习题 1-10 


1. 假设 函数 /(.+) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,并 且 对 [0,1] 上 任 一 点 x 有 0</(х)<1.3АШЕ 
明 [0,1] 中 必 存 在 一 点 c ,使 得 /(c)=c (c 称 为 函数 /(x) 的 不 动 点 ). 

2. 证 明 方程 1° -3x =1 至少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 之 间 . 

3. 证 明 方程 x= asin z+ 5, 其 中 a>>0,65>0, 至 少 有 一 个 正 根 ; 并 且 它 不 超过 a tb. 
‚ “4. ШЖ /(z) 对 于 闭 区 间 [a,45] 上 的 任意 两 点 с, у, НҢ | f (x) - 
f(y)l 志 Llr-y|, 其 中 上 为 正常 数 , 且 fla): f (b) < 0. 证明 :至 少 有 一 点 
ёЄ (а,Ь) 1819 /(8) =0. i 

5. 车 (т) Ela, b) EER, a<r Kre Kar, <Ь (9223), WEC r ) 内 至 少 有 一 
Гбх) ж flr) + + /Сх„) 


” : 


сэх ТОВ чы | 
"6. 证 明 : 若 Slx) - о, + %) 内 连续 , 且 lim f(.r ) FFE , W) f(z) 必 在 ( 一 о, + co ) 内 
“7. 在 什么 条 件 下 ,(a,65) 内 的 连续 函数 Slr) ARER? 


总 习题 一 


1. 在 “充分 "“ 必 要 "和 “充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 人 下 列 空格 内 : 
(1) 数列 |z.1 有 界 是 数列 1 zf 收敛 的 条 件 . 数列 |z, | 收敛 是 数列 |x,} 有 界 的 


条 件 . | 

(2) f(z) 在 ze 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 是 lim f(x) 存在 的 条 件 . lim /(z) 存 在 
是 F(z) 在 z, 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 的 _ 条件， 

(3) /(х)Ж zo 的 某 一 去 心 邻 域内 无 界 是 lim f(x) = сой 条 件 . lim /Се) = °° 
是 f(x) 在 zx。 的 某 一 去 心 邻 域内 无 界 的 条 件 . 

(4) /(z) 当 x 一 zo 时 的 右 极限 ГСС ) 及 左 极限 /(zi ) 都 存在 且 相等 是 im /(z) 存 在 
的 条 件 . 

2. ая 

je шин ú 2550 

| | а 52-41 
在 zx=0 连 续 , 则 а = 


3. 选择 以 下 两 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 . 
(1) Ë f(z)=2 +3 -2,04 1—0 it, A ( ). 
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(A) f(z) 与 x 是 等 价 无 穷 小 . (В) /(<)# х 同 阶 但 非 等 价 无 穷 小 . 
(C) А) Е х 高 阶 的 无 穷 小 . (D) РС) r 低 阶 的 无 穷 小 . 
(2) 设 


1 
F(z)= 司 二， 
er +] 
则 z=0 是 f(z) 的 ( ). 
(A) 可 去 间断 点 . (В) BERR EEA. 
(С) 第 二 类 间断 点 ， (D) 连续 点 . 
4. W /(z) 的 定义 域 是 [0,1], 求 下 列 阻 数 的 定义 域 : 
(1) уе"); (2) (in х); 
(3) f(arctan +); (4) /Ссов <). 
5. 设 | 
| 0, х<0. 0. 20. 
f(x)= ГТ g(+)= ыр 


ЖОЛУ], ебх). ieta gt) 
6. 利用 y= sin х 的 图 形 作出 下 列 函 数 的 图 形 : 
(1) у= sin х: (2) у= sin |x|; (3) y=2sin >. 
7. 把 半径 为 R 的 一 圆 形 铁皮 , 自 中心 处 剪 去 中 心 角 为 a 的 一 扇形 后 围 成 一 无 底 圆 锥 . 
试 将 这 圆锥 的 体积 表 为 a 的 函数 . 


“8, 根据 函数 极限 的 定义 证 明 lin 6-5, 
9. БИН 


(D im im: (2) lim (Ме +i- z); 
2r+3 . tan х зіп = 
(3) m (223 Aa: ; (4) lim n лав х, 


ы 


(5) (056) (a>0,6>0,6>0); (6) lim(sin хул, 


10. iZ 
а. х>0, 
” - : 
а+ д? х<0, 
要 使 A(z) 在 (- co,+o) 内 连续 ,应 当 怎 样 选择 数 a? 
11. 设 


пое. цан 
(1+), -1<<x=<0, 
Ж F(z) 的 间断 点 ,并 说 明 间 断 点 所 属 类 型 . 
12. 证 明 
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„м SA ШЕ зз 1. 21 БОРЫН : 
: + 
' im (7 “п? +] м. і? дии (рэн 8483 vi 
13. es Z ) 内 至 少 有 一 | 


14. 如 果 存 在 直线 1:у= Ar + b, ,使 得 当 27990 (8 х + со, r— — со), Ж 
‘у= f(z) 上 的 动 点 M(xz,y) 到 直线 L БИЕШ d(M.L) 一 0, 则 称 L 为 曲线 у= ГС). 
当 直 线 L Е 6550 时 , 称 L ВД. 2: 

(1) ЇЕ Л. Ж L: y= = kx + b HMR y= ` (yine ЕЕЕ 


k= lim йк | b= Jim  [ f(x) - ka] 


.一 c 
г” + оа 218 
Бу 5. ШЕ 1 
л. - ә о x- — со 
+ 


(2) ЖШ у= (2z - 1)e7 ЮВНИЗ 


ЦАГ a ' 2.2 НТ 
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8-5 “导数 与 微分 


微分 学 是 微 积分 的 重要 组 成 部 分 , 它 的 基本 概念 是 导数 与 微分 . 
本 章 中 ,我 们 主要 讨论 导数 和 微分 的 概念 以 及 它们 的 计算 方法 ,至 于 导数 的 
应 用 ,将 在 第 三 章 讨论 . 


第 一 节 导数 概念 


为 了 说 明 微分 学 的 基本 概念 一 一 导数 ,我们 先 讨 论 两 个 问题 :速度 问题 和 切 
线 问题 .这 两 个 问题 在 历史 上 都 与 导数 概念 的 形成 有 密切 的 关系 ， 
1. 直线 运动 的 速度 | 
设 某 点 沿 直线 运动 . 在 直线 上 引入 原点 和 单位 点 ( 即 表示 实数 1 的 点 ) ,使 直 
线 成 为 数 轴 . 此 外 ,再 取 定 一 个 时 刻 作为 测量 时 间 的 零点 - 设 动 点 于 时 刻 : 在 直 
线 上 的 位 置 的 坐标 为 ; (简称 位 置 *). 这 样 ,该 点 的 运动 完全 由 某 个 函数 
s= f(t) 
所 确定 .此 函数 对 运动 过 程 中 所 出 现 的 ! 值 有 定义 , 称 为 位 置 函 数 .在 最 简单 的 
情形 ,该 动 点 所 经 过 的 路 程 与 所 花 的 时 间 成 正比 ,就 是 说 ,无 论 取 哪 一 段 时 间 间 
БО, 比值 
经 过 的 有 路程 4 
所 花 的 时 间 
总 是 相同 的 .这 个 比值 就 称 为 该 动 点 的 速度 ,并 说 该 点 作 匀速 运动 ,如果 运动 不 
是 匀速 的 ,那么 在 运动 的 不 同时 间 间 隔 内 ,比值 (1) 会 有 不 同 的 值 .这 样 , 把 比值 
(1) 笼 统 地 称 为 该 动 点 的 速度 就 不 合适 了 ,而 需要 按 不 同时 刻 来 考虑 .那么 ,这 种 
非 匀速 运动 的 动 点 在 某 一 时 刻 ( 设 为 如) 的 速度 应 如 何 理解 而 又 如 何 求 得 呢 ? 
首先 取 从 时 刻 到 1 这 样 一 个 时 间 间 隔 ,在 这 段 时 间 内 , 动 点 从 位 置 v = 
(io) 移 动 到 *= f(1). 这 时 由 (1) 式 算得 的 比值 
rn. ХОСА) (2) 
可 认为 是 动 点 在 上 述 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 .如 果 时 间 间 隔 选 得 较 短 ,这 个 比值 
(2) 在 实践 中 也 可 用 来 说 明 动 点 在 时 刻 to 的 速度 .但 对 于 动 点 在 时 刻 to 的 速度 
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的 精确 概念 来 说 ,这 样 做 是 不 够 的 ,而 更 确切 地 应 当 这 样 : 令 上 一 4, 取 (2) 式 的 
极限 ,如果 这 个 极限 存在 ; 设 为 v, 即 


= Роа) f(to) 
了 一 lim ————— 
ч £=: to 
这 时 就 把 这 个 极限 值 о 称 为 动 点 在 时 刻 i, 的 (瞬时 ) 速 度 . 


2. 切线 问题 

圆 的 切线 可 定义 为 “与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 ”. 但 是 对 于 其 他 曲线 ,用 
“与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 "作为 切线 的 定义 就 不 一 定 合适 .例如 ,对 于 抛物 线 
узсл ,在 原点 O 处 两 个 坐标 轴 都 符合 上 述 定 义 , 但 实际 上 只 有 + 轴 是 该 抛物 
线 在 点 O 处 的 切线 .下 面 给 出 切线 的 定义 . | 

设 有 曲线 C 及 C 上 的 一 点 M (图 2-1), 在 点 M 外 另 取 C E— М ,{Е | 
线 MN. 当 点 N 沿 曲线 C 趋 于 点 M 时 ,如果 割 线 ММ 绕 点 M 旋转 而 趋 于 极限 
位 置 MT ,直线 MT 就 称 为 曲线 C 在 点 M 处 的 切线 .这 里 极限 位 置 的 含义 是 :只 
ЗОХИ| MN1| 趋 于 零 , Z NMT 也 趋 于 零 . | 

现在 就 曲线 C HRR y= Fr(z) 的 图 形 的 情形 来 讨论 切线 问题 . 设 M (x,， 
yo) 是 曲线 С 上 的 一 个 点 (图 2-2), 则 y, = (xzo). 根 据 上 述 定义 要 定 出 曲线 C 
在 点 M 处 的 切线 ,只 要 定 出 切线 的 斜率 就 行 了 .为 此 ,在 点 M 外 男 取 G 上 的 一 
点 N(z,y), 于 是 割 线 MN 的 斜率 为 | 
| y x _ /\т)-— Раа) 


tan = 
? TT эг ту 
С 
N 
7 
M 
2-1 2-2 


其 中 o AIRMN 的 倾角 . 当 点 N 沿 曲 线 C AFAM 时 ,xz 一 zx. 如 果 当 一 
хо 时 ,上 式 的 极限 存在 , 设 为 &, 即 
шара f(r)- f(x) 


тэсэн t= fi 


存在 , 则 此 极限 5 是 割 线 斜 率 的 极限 ,也 就 是 切线 的 斜率 .这 里 &=tan а, Ж a 
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是 切线 MT 的 倾角 .于 是 ,通过 点 M(xz,,f(z ))B l k 为 斜率 的 直线 MT 便 是 
曲线 C 在 点 M 处 的 切线 .事实 上 ,由 人 NMT= gp -a 以 及 rz 一 zo 时 p 一 a, 可 见 
хх, 时 (这 时 |MN1 一 0), 人 NMT 一 0. 因 此 直线 MT 确 为 曲线 С 在 点 M 处 
的 切线 ， 


二 、 导 数 的 定义 


1. 函数 在 一 点 处 的 导数 与 导 函 数 
从 上 面 所 讨论 的 两 个 问题 看 出 ， кыж наза а ж ЛЕ ЯЛ ӘН НЕ ДЫН 
结 为 如 下 的 极限 : 
Рх) – (хо) 


ага 


lim 


rr 


(3) 


这 里 xz 一 xz, 和 .Fr(z)-(zo) 分 别 是 函数 y= .F(z) 的 自 变 量 的 增 量 Az 和 函数 
的 增 量 Ay: 
ALET- 4. 
Ay= f(x)- f(ro)= f(ro АХ) ~ flr). 
Н x 一 zx, 相当 于 Az~~0, 故 (3) 式 也 可 写成 | 


+ 
lim Ау 或 lim Sero + Ах) ле) хо + Ат) flra) 
Ar-*0 Ат Ах--0 Ах 


在 自然 科学 和 工程 技术 领域 内 ,还 有 许多 概念 ,例如 电流 强度 、 角速度 . 线 密度 等 
等 ,都 可 归结 为 形 如 (3) 式 的 数学 形式 .我 们 执 开 这 些 量 的 具体 意义 , 抓 住 它们 在 
数量 关系 上 的 共性 ,就 得 出 函数 的 导数 概念 . 

定义 ЖЕ у= f(z) 在 点 z 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 > 在 ze 处 
取得 增 量 Az (点 zo + Ах 仍 在 该 邻 域 内 ) 时 ,相应 的 函数 取得 增 量 Ay= F(zo+ 
Ах)-/(тх);ШЖлЛ› 与 Az 之 比 当 Az — 0 时 的 极限 存在 , 则 称 函 数 y = 
f(z ) 在 点 x。 处 可 导 , 并 称 这 个 极限 为 函数 y= f(x) 在 点 х, 处 的 导数 , 记 为 
f (хо), BI 


+ 
f (хо) = lim = lim ыза 
Ar 一 个 x= Mr-*0 Ах 


R 


у= To ter 


(4) 


也 可 记 作 a Ы 2 


ЮЖ Ох) r 处 可 导 有 时 也 说 成 f(x ) 在 点 x。 具有 导数 或 导数 存在 ， 


导数 的 定义 式 (4) 也 可 取 不 同 的 形式 ,常见 的 有 
Ро) = A th (5) 
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FG СОЕ а (6) 
гад TX-— Xo 
(5) 式 中 的 即 自 变量 的 增 量 Ar. 
在 实际 中 ,需要 讨论 各 种 具有 不 同意 义 的 变量 的 变化 “快慢 "问题 ,在 数学 上 
就 是 所 谓 函数 的 变化 率 问题 .导数 概念 就 是 函数 变化 率 这 一 概念 的 精确 描述 . 它 
撤 开 了 自 变 量 和 因 变 量 所 代表 的 几何 或 物理 等 方面 的 特殊 意义 ,纯粹 从 数量 方 


面 来 刻画 变化 率 的 本 质 : 因 变量 增 量 与 自 变量 增 量 之 比 是 因 变 量 》 ДЕШ х, 
和 т, + Ах 为 端点 的 区 间 上 的 平均 变化 率 , 而 导数 广 (ro ) 则 是 因 变量 у EA х, 
处 的 变化 率 , 它 反映 了 因 变 量 随 自 变量 的 变化 而 变化 的 快慢 程度 . 

如 果 极 限 (4) 不 存在 ,就 说 函数 y= f(x) 在 点 х, 处 不 可 导 . 如 果 不 可 导 的 
原因 是 由 于 Az—0 时 , 比 式 们 -co ,为 了 方便 起 见 ,也 往往 说 函数 y = f(x) 在 


点 Xo 处 的 导数 为 无 穷 大 . 

上 面 讲 的 是 函数 在 一 点 处 可 导 . 如 果 范 数 y= F(z) 在 开 区 间 工 内 的 每 点 处 
都 可 导 ,就 称 函 数 f(z) 在 开 区 间 工 内 可 导 . 这 时 ,对 于 任 一 zxET 都 对 应 着 
f(z ) 的 一 个 确定 的 导数 值 . 这样 就 构成 了 一 个 新 的 函数 ,这 个 函数 叫做 原来 函 


Ж y=/(x) 的 导 函 数 , 记 作 Z. Сх) SRAD., 
在 (4) 式 或 (5) 式 中 把 x, 换 成 +, 即 得 导 函数 的 定义 式 


fz tAz)- f(x) 
Ах 


“= lim 
> Ar 一 


或 
Хэл ` 


注意 ”在 以 上 两 式 中 ,虽然 x 可 以 取 区 间 工 内 的 任何 数值 ,但 在 极限 过 程 
中 ,xz 是 常量 ,Az 或 六 是 变量 . 

BR, RK F(z) 在 点 z, 处 的 导数 (хо) Е ВЖ f(x) 在 点 z= x。 处 
的 函数 值 , 即 

fF (wn) = (ss: 

FAR f(x) 简称 导数 ,而 F(x) 是 f(x) 在 xo 处 的 导数 或 导数 三 (z) 在 
хо 处 的 值 . 

2. 求 导 数 举例 

下 面 根据 导数 定义 求 一 些 简单 函数 的 导数 . 
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811 求 函 数 fr(z) = C (C 为 常数 ) 的 导数 . 
E S= АО) СЕС. 


kD 


ШО (С) =0. 
这 就 是 说 ,常数 的 导数 等 于 零 . 
例 2 ЖЕЖ F(z)=z (zcEN ) 在 z=a 处 的 导数 ， 
= lim( z” ' + ах" жээ жа!!!) ана", 
把 以 上 结果 中 的 a АЎ z 3 (х) = nr" ' Вр 
(25) = nz" ' 
更 一 般 的 ЖА y= л" (р 为 常数 ) ,有 
(25) = „т^. 
< BJ J: ЖЕРЕ ЖОНУ FRAR. AAA K uE BH ЖЕ ИШ ГЕ. HARAR, ARR 
Í HbR H ЖЕРЕ ЖОНУ ЖС. БИШ: 


当 из-үн уа! =/ + (x>>0) 的 导数 为 1 


Z 1 
B = о, 
р (Мх) 572 
щ а= -1 时 ,?=z '= L (290) Б 
(57) =(- 1) ` '!=-x`°, 
ly 1 
即 (+) = - 


例 3 KKR f(z)=sin r 的 导数 . 
Жо (=m ЕЛ) (z) -1 


sin(x + h) — sin > 
lim 一 一 一 -一 一 一 一 二 
h—0 h 


ке? iink 
= іт — 2cos[ z + 7 )sn 7 


! } 
= limcos{ > + 7) . 
й-51) 2 


即 (sin z) = cos z. 
X BLER , ЕРА НО TRER A РА. 
кб 5 


用 类 似 的 方法 ,可 求 得 
(cos х) = -sin z, 
就 是 说 ,余弦 函数 的 导数 是 负 的 正弦 函数 . 
例 4 ЖЕЖ /(1)с-а(а»0,05:1)1155Э4. 


解 (2) = і f(z+th)- Ка) = ]im а-а 
А-0 А 8-0 
хийг lim ” Л i 
利用 第 一 章 第 九 节 例 7 的 结果 得 
/'(х)=а'1па, 
Вр (a’) = аһа. 
这 就 是 指数 函数 的 导数 公式 .特殊 地 , 当 a=e 时 , 因 In e=1, 故 有 
(e) se. 


上 式 表明 ,以 e 为 底 的 指数 函数 的 导数 就 是 它 自己 ,这 是 以 e 为 底 的 指数 函 
数 的 一 个 重要 特性 . 
8|5 ЖЖ f(z)=log,x (a>0,a 关 1) 的 导数 . 


解 F = lim f(x + 1) — f(x) йй log, (x 0 一 log.z 


һ->0 
МСМ tth op l z£ h 
= lim Flog, E = lim -log [1 + 2.) 
log (1-2) 
= —]im 
X heh h 
х 


Т а Ju 6 的 结果 得 


ОТУ КИ Р 


тЇп а} 
即 (log,x ) Sama. 


这 就 是 对 数 函 数 的 导数 公式 .特殊 地 , 当 a =e 时 ,由 上 式 得 自然 对 数 函 数 
的 导数 公式 


(In «уза 
+ 
例 6 ЖЕЙ f(z)=|z| 在 z=0 处 的 导数 . 
m лн алин ын 
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X h <0 mH = -1, 故 lim 和 = =}; 
h—0 
ЩЩ h >0 m Hsi, lim 121 = 1. 
өн Л 


所 以 ,lim LOH AO еле, ий fC) = 1 Е х=0 处 不 可 导 . 


3. 单 侧 导 数 
根据 函数 f(z) 在 点 хү 处 的 导数 (хо) ЮЕ, T 
св f(x) 
f (zo) = lim и =: 


是 一 个 极限 ， 而 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 、 右 极限 都 存在 且 相 等 ， 因此 
fro FER f(z) 在 点 ze 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左右 极限 


lim A а Р(х.) x lim ыа f(x) 


都 存在 且 相等 5 йш nasa f(z) 在 点 Xo 处 的 左 导 数 和 右 导数 ， 
WE f(z) 及 7, (хь), Вр 


fF- (хь) = lim HET + = G f(x) , 


Р, со) = ба 28+ 2 -fro) 
现在 可 以 说 ,函数 f(z) 在 点 r, 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 导数 F. (с) ME 
导数 (x) 都 存在 且 相等 . 

函数 f(x) =|z| 在 z=0 处 的 左 导数 F (0) = - 1 RER S, (0) = 1 虽 
然 都 存在 ,但 不 相等 , 故 f(z)=|z| 在 z=0 处 不 可 导 ， 

左 导数 和 右 导数 统称 为 单 侧 导 数 . 

MERA SERE a DNTS, E у, (а) У (6) 都 存在 ,就 说 
f(z) 在 闭 区 间 [a ,6] 上 可 导 . 


三 、 导 数 的 几何 意义 


由 第 一 目 中 切线 问题 的 讨论 以 及 第 二 目 中 
导数 的 定义 可 知 : 函 数 y= f(z) 在 点 ze 处 的 
导数 广 (zo) 在 几何 上 表示 曲线 >= f(z) 在 点 
M(xzo ,f(zo)) 处 的 切线 的 斜率 , 即 

f (х) = ап а, 


其 中 a 是 切线 的 倾角 (图 2 -3). 
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如 果 у= f(z) 在 点 x。 处 的 导数 为 无 穷 大 ,这 时 曲线 y= f(x) 的 割 线 以 垂 
直 于 x 轴 的 直线 x = zu 为 极限 位 置 , 即 曲 线 y= f(z) 在 点 Mro, f ri) AtA 
有 垂直 于 r 轴 的 切线 x = zo( 参 看 后 面 例 9). 

根据 导数 的 几何 意义 并 应 用 直线 的 点 斜 式 方程 ,可 知 曲线 y= f(x) 在 点 
M(xzo ,yo) 处 的 切线 方程 为 

у-у = Ё (ro)(r- xo). 


过 切 点 M(x。,y,) 且 与 切线 垂直 的 直线 叫做 曲线 y= f(x) 在 点 M 处 的 法 
线 .如 果 (zx,) 了 0, 法 线 的 斜率 为 -也 ,从 而 法 线 方程 为 


-y= -P(x z) 
y yo f (z) `" Хай. 
8)7 求 等 边 双 曲 线 ?= 过 在 点 [去 ,2)} 处 的 切线 的 斜率 ,并 写 出 在 该 点 处 


的 切线 方程 和 法 线 方 程 . 
解 ”根据 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜率 为 


Руа: 
由 于 y'= (二 | =- Z FE 
ю--4| =-4. 
从 而 所 求 切线 方程 为 . 
y-2= -4(z- 去 )， 
即 4r+y-4=0. 
所 求法 线 的 斜率 为 
1 1 
F C qa 
于 是 所 求法 线 方程 为 


即 2х-8у+15=0. 


例 8 RHR у= zx 的 通过 点 (0, - 4) 的 切线 方程 . 
É ” 设 切 点 为 (zu ,加 ), 则 切线 的 斜率 为 


Fapa] -448. 
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于 是 所 求 切线 方程 可 设 为 


у= (аа). (7) 
918 (za, yo ERR у=? EAE 
g ene ra (8) 
切线 (7) 通 过 点 (0, — 4) , 故 有 
-4- y = XV 20 (0 z). (9) 


求 得 方程 (8) 及 (9) 组 成 的 方程 组 的 解 为 ro=4,yo=8, 代 入 (7) 式 并 化 简 ， 
即 得 所 求 切 线 方程 为 
3“—y-4=0. 


四 、 函 数 可 导 性 与 连续 性 的 关系 


设 函 数 y= f(z) 在 点 х 处 可 导 , 即 
lim Ду (з 


Аг- 0 Ах 


存在 .由 具有 极限 的 函数 与 无 穷 小 的 关系 知道 ， 
АУ = (к) жа, 
其 中 a 为 当 Лг +0 时 的 无 穷 小 .上 式 两 边 同 乘 以 Az ,得 
Ду fí(z=)AzZ+aAÀAx. 
由 此 可 见 , 当 Ax 一 0 时 ,Ay 一 0. 这 就 是 说 ,函数 y= f(z) 在 点 工 处 是 连续 的 .所 
以 ,如 果 函 数 y= 了 f(z) 在 点 z 处 可 导 , 则 函数 在 该 点 必 连 续 . 
另 一 方面 ,一 个 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 可 导 ,举例 说 明 如 下 : 
例 9 у= F(z)=vVz 在 区 间 (- оо, + co) 内 连续 ,但 在 点 zx=0 处 不 可 
导 . 这 是 因为 在 点 x =0 处 有 
/(0+һ)-/(0)_/л-0_ 1 
ша 


Л 1 


因而 ,lim ООО) хүр = + co, 即 导数 为 无 穷 大 (注意 ,导数 不 存 


在 ). 这 事实 在 图 形 中 表现 为 曲线 y=Yz 在 原点 O 具有 垂直 于 xz 轴 的 切线 zx=0 
(92-4). 
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2-4 2-5 


例 10 у= => (M y=lr El- co,+oco) 内 连续 ,但 在 例 6 中 已 经 


看 到 ,这 函数 在 zx=0 处 不 可 导 . 曲 线 y= Vz: 在 原点 O 没有 切线 (图 2-5). 
由 以 上 讨论 可 知 ,函数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 , 但 不 是 充 
分 条 件 . 


习 题 2-1 


1. 设 物 体 绕 定 轴 旋 转 , 在 时 间 间 隔 [0,4] 内 转 过 角度 9, 从 而 转角 0 是 1 的 函数 :9 = 
ДӨ .如果 旋 转 是 匀速 的 ,那么 称 = -为 该 物体 旋转 的 角速度 . 如 果 旋 转 是 非 匀速 的 ,应 怎 


样 确定 该 物体 在 时 刻 г, 的 角速度 ? 

2. 当 物 体 的 温度 高 于 周围 介质 的 温度 时 ,物体 就 不 断 冷 却 . 若 物 体 的 温度 T 与 时 间 4 的 
函数 关系 为 工 = T(:), 应 怎样 确定 该 物体 在 时 刻 t 的 冷却 速度 ? 

3. КЕТЕР: т 件 产品 的 成 本 为 

C(z)=2000-+100<+-0.12+2(36G), 

这 函数 C(z) 称 为 成 本 函数 ， 成 本 函数 C(z) 的 导数 С — ша. БОК 

(1) 当 生 产 100 件 产品 时 的 边际 成 本 ; 

(2) 生产 第 101 件 产品 的 成 本 ,并 与 (1) 中 求 得 的 边际 成 本 作 比 较 ,说 明 边 际 成 本 的 实际 
意义 。 

4. 设 F(z)= 10z” , 试 按 定 义 求 广 (- 1). 

5. 证 明 (cos +) = -sin z. | 

6. ате S r ) 在 在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 A 表示 什么 : 

(D lim ыг To Ах) ~ f( ze) 


Аз 


(2) йт жюз, ,其 中 /(0) =0,Ң. /(0) 存 在 ; 


= A: 


(3) lim f(x t h) : Ох h) _ А 


以 下 两 题 中 ,选择 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 : 
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2 3 
aH ол, 
хэ, z>l, 
则 (х) Е z= 1 处 的 ( ). 
(A) £ . 右 导 数 都 存在 . (В) 左 导数 存在 , 右 导 数 不 存 在 ， 
(C) 左 导 数 不 存在 , 右 导 数 存 在 ， (D) 左右 导数 都 不 存在 ， 
8. 设 f(z) А, F(z) = Fz)(1+lsinz1)》 则 7F0) = 0 E Fla) Æ х =0 处 可 导 的 
( ). 
(A) 充分 必要 条 件 . (B) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 . 
(C) 必要 条 件 但 非 充 分 条 件 . (D) 既 非 充分 条 件 又 非 必要 条 件 . 
9. 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(1) усаа (2) у= х7; ‚ (3) у= х", 
(аз, (5) у= i (6) у= x Vx; 
T 
2 Ут? 
Er 


10. 已 知 物体 的 运动 规律 为 ;= t*(m) , 求 这 物体 在 :=2 (s) 时 的 速度 . 
11, 如 果 (r) ABARA, H 六 (0) 存在 ,证 明 £ (0) =0. 
12, 求 曲 线 y=sin х 在 具有 下 列 横 坐标 的 各 点 处 切线 的 斜率 ， 


222 z: 
жтт л = x. 


13. 求 曲线 y= cos r Е [T.T ) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 

14. 求 曲线 y= e° 在 点 (0,1) 处 的 切线 方程 

15. 在 抛物 线 y= =° 上 取 横 坐标 为 = =1 及 т, = 3 的 两 点 , 作 过 这 两 点 的 割 线 . 问 该 抛 
物 线 上 哪 一 点 的 切线 平行 于 这 条 割 线 ? 

16. 讨论 下 列 函 数 在 x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 ; 

(1) у= |sin zl; 


=° sin Е х5&0, 


0, х= 0. 
17. 设 函 数 
z’, z<1, 
а ar+b, >l. 
ATERA f(z) 在 з= ЕВ Н е, а b 应 取 什 么 值 ? 
z, 之 0， | 
18. 已 知 a= | е R у", (0) 及 广 - (0) ,又 广 (0) 是 否 存在 ? 
Ж ар А 
1 _ Jsinz, -<0， ЗЕРРЕ | 
19. АЯ /(т)= N 50. Ж f (z). 
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20. 证 明 : 双 曲线 zy= а? 上 任 一 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 构 成 的 三 角形 的 面积 都 等 于 
247. 


第 二 节 ”函数 的 求 导 法 则 


在 本 节 中 ,将 介绍 求 导数 的 几 个 基本 法 则 以 及 前 一 节 中 未 讨论 过 的 几 个 基 
本 初等 函数 的 导数 公式 .借助 于 这 些 法 则 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 ,就 能 比较 
方便 地 求 出 常见 的 初等 函数 的 导数 . 


定理 1 WRAK и-и (г) К v= w(x) 都 在 点 х 具有 导数 ,那么 它们 的 
和 、 差 . 积 、 商 ( 除 分 母 为 零 的 点 外 ) 都 在 点 x 具有 导数 , 且 

(1) [a(z=)+o(z)]) =u (z)£ 2 (z); 

(2) [xz(z)u(z)] = и'(х)®(х)+ и(х)ъ' (xz); 

(з) [HR = СОС CO (2) (7)#0). 


v(x u (x 
证 
(1) [а(х) +ъ(=)] 


= ү [а(х + Ах) + (х + Ах) ] - [и(х) +ъ(=х)] 
шорлог ИЫ ATII Lu A NTA 


Ал—*0 Ах 
ай и(хт+Ах)-и(х),,._ ©(х+Ах)- (хт) 
= lim ——— H Jim —— 
Ar~0 Ах Ar—0 Ах 


=u ())+ (хт). 
于 是 法 则 (1) 获 得 证 明 . 法 则 (1) 可 简单 地 表示 为 
(uto) =u tv. 
(2) [u(z=)o(x)] 
ыг и(х+Ах)о(хт+Ах)-и(х)о(х) 


Ar 一 (0 Ах 


[We t Ar (0), (едк) (T y САХ) ©) 
24 о©(хт+Ах)-о(х) 
= Ат 

= и'(х)ъ(х) + н(х)ъ (хт). 


其 中 limv(z + Az) = v(xz) 是 由 于 v(x) 存在 , 故 v(x) 在 点 х 连续 .于 是 法 则 


(2) 获 得 证 明 . 法 则 (2) 可 简单 地 表示 为 
.88 `° 


A ee 
Ат Аб Ar—0 


(uv) =u + uv. 


и(х+Ах) ulz) 


(3) Ее Ca s) vlz) 


Т и(х+Ах)ъ(х) – u(r)v(r+Ar) 


Ari о\х+Ахт)о(\х)Ах 
= jm ЧО АХ) u(z)]o(z)- u(z)[o(z +Ar)- u(z)] 
Ат—*0 vlr +Ах)о(х)Ахт 


и(х+Ах)-и(х) ) u(x) 1AT) v(x) 


Ах v(x Ах 


= lim 
Ar—0 v(xr+Azr)vu(r) 


u(r)v(r)- u(r)v (z) 
v (2) i 


于 是 法 则 (3) 获 得 证 明 . 法 则 (3) 可 简单 地 表示 为 
шэг 
定理 1 091:  (1).(2)813 ГЕН IR 4 n ра АЈ. ИШ, и 
= ц(х).о= o(z).zo= w(x) 均 可 导 , 则 有 
(и+ъ- ш) =u tv-w, 


(uvw) = [ (ио) о ] = (ио) w+ (ио) ш = (u o + uu )ш+и р, 


Вр (итш) = u vw + иол + ити’. 
在 法 则 (2) 中 , 当 v(x)=C(C 为 常数 ) 时 ,有 
(Си) = Си’. 


#1 у-217-5:43х-7,Жу. 

ЇЙ »-0(257-5:143х-7) 
=(2z')'—- (52°) + (3xz) - (7) 
=2.+3х°—-5-2х+3-0=6х°-10х +3. 


2 F(z)=x + 4соѕ х – ѕіп 5R f(r) 及 453! 
Ж y (z)=3x° – 45іп z, 
“| _ 3 F 
Í (到 = 了 = 4. 
例 3 y=e"(sinz+cos х), у. 
解 y =(e") (sin х + cos х) +e”*(sin z + cos r) 
=er(sin х + cos х) +е" (соѕ =< —sin >=) ` 


=2e” cos х. 
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4 y=tan z, y. 
Ж: m nspa s = z) 


COS x 


_ (sin х) cos + —sin х(соз z)” 


cos + 
_cor+sn > 1 _ ， 
н a 
即 (tan z) = sec x. 
这 就 是 正切 函数 的 导数 公式 ， 
4 |5 у=зесх,Жу. 
解 y (586сх) = [= 3 
Е (1)'соѕ х – 1° (соѕ х)’ 
cos” х 
= 3 二 =sec rtan z, 
cos" = 
即 (sec 2) = sec ztan zx. 
这 就 是 正 割 函数 的 导数 公式 . 
用 类 似 方法 ,还 可 求 得 余 切 函 数 及 余 割 函数 的 导数 公式 
(сої z) = —cs x, 
(ese х) = 一 csc zcot z. 


二 、 反 函数 的 求 导 法 则 


定理 2 WRAK x = f(y) 在 区 间 /, 内 单调 .可 导 且 /f'(y)=0, = BJ E 
函数 y= f/f (4) ЕВЇ 1, = {хіх = (у), уЄІ, ЕНЕ, А 


юэ , 1 И dy_ 1 | 
ГУ (х)] f 或 dr dz (1) 
dy 


证 由 于 zx=(y) 在 工 内 单调 .可 导 ( 从 而 连续 ), 由 第 一 章 第 九 节 定理 2 
НИЙ х f(y) 的 反 函 数 y= f'(xz) 存 在 , 且 f (х) І, 内 也 单调 、 连 续 . 
ER +€ L. ,给 r ЦЮ Ar (Az=Z0,r +ArC L), x= f (х) 
性 可 知 | 
Ау= Р(х +Ах) - f '(z=)#0, 


于 是 有 
ду. 1 
Ат Ах 
Ау 


. 00 ` 


因 у= f (ХЭ 2 , hk 


limAy=0, 
从 而 
1 1 
177 CDT = а теша = FOV 
Ay 


上 述 结 论 可 简单 地 说 成 : 反 函 数 的 导数 等 于 直接 函数 导数 的 倒数 ， 
下 面 用 上 述 结论 来 求 反 三 角 函 数 及 对 数 函 数 的 导数 . 


例 6 it x =sin y,y€ | - 子 , 子 | 为 直接 函数 , 则 у = arcsin х Jë“ B E В 


数 .函数 z=sin у 在 开 区 间 1,= | -到 ,部 ) 内 单调 可 导 , 且 


(sin y) = cos y>0. 
因此 ,由 公式 (1) ,在 对 应 区 间 L = (-1,1) 844 


| P 1 1 
(arcsin х) (аа уу os Уу 


但 cos у= у 1 sin” y = / 1 — z° (EXM -F< y< Ті, соз y>0, 所 以 根 号 前 
只 取 正 号 ) ,从 而 得 反正 弦 函 数 的 导数 公式 


1 
М1- х? | 
用 类 似 的 方法 可 得 反 余 弦 函 数 的 导数 公式 


(arccos т) = 一 


(2) 


(arcsin z) = 


(3) 
7 iZ x =tan y ЖЕЖ, уЄІ, = [ -FFM y=arctan х 是 它 的 
反 函 数 .函数 == tan y 在 上 = | -到 ,于 | 内 单调 .可 导 , 且 


(tan y) = seč y=0. 
因此 ,由 公式 (1) ,在 对 应 区 间 I = ( — о, + о) Ж 
Ка. 1 _ 1 
(arctan х) (ny) зєс»? 

但 sec? у =1+ tan” y =1+xz:, 从 而 得 反正 切 函 数 的 导数 公式 
5 | | 
(arctan х) “ас (4) 
用 类 似 的 方法 可 得 反 余 切 函 数 的 导数 公式 
(arccot х) = 一 „е 


(5) 
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如 果 利 用 三 角 学 中 的 公式 
arccos х = 本 一 arcsin х ЯМ arccot хэр — arctan ,那么 从 本 节 公 式 (2) 和 


(4) ,也 立刻 可 得 公式 (3) 和 (5). | 
例 8 设 z=e(e>0,a 天 1) 为 直接 函数 , 则 у = loge Æ BS) РАЎ. ВА 

х= а ЖЕК І, = (– co,+co) 内 单调 .可 导 , 且 i 

(47) = аа а50. 
因此 ,由 公式 (1) ,在 对 应 区 间 1, = (0,+ ce) 内 有 
= 4 
aln a` 
但 a* = xz, 从 而 得 到 第 一 节 例 5 中 已 求 得 的 对 数 函数 的 导数 公式 
1 


е8 Т8 
(їод„т) Су 


(юва) =: 
三 、 复合 函数 的 求 导 法 则 
到 目前 为 止 , 对 于 
Intan z, е” 1 sin „=з 


那样 的 函数 ,我 们 还 不 知道 它们 是 否 可 导 ,可 导 的 话 如 何 求 它 们 的 导数 .这 些 问 
题 借助 于 下 面 的 重要 法 则 可 以 得 到 解决 ,从 而 使 可 以 求 得 导数 的 函数 的 范围 得 
到 很 大 扩充 . 
定理 3 WR w= (2) “Л х HG, M y= (и) Ausg), WE 
ЋЕ у= f[g(x)j] 在 点 x 可 导 , 且 其 导数 为 
dy _ dy _ ду .du 
qr o (ug (z) 或 da du dr (6) 
证 由 于 y= f(w) 在 点 u 可 导 , 因 此 
bm у= f (u) 
存在 ,于 是 根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 有 


其 中 a 是 Au 一 0 时 的 无 穷 小 .上 式 中 Лизё&0, Au 滋 上 式 两 边 ,得 
Ay= f (u)Aut+a'Au. (7) 
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当 Au =0 时 ,规定 a=02 ,这 时 因 Ay= flu +Au)- (ae)=0, 而 (7) 式 右 端 亦 
为 零 , 故 (7) 式 对 Au =0 也 成 立 .用 Ax 关 0 除 (7) 式 两 边 ,得 


АУ = (и) жа АИ, 
те ИИИ] 


根据 函数 在 某 点 可 导 必 在 该 点 连续 的 性 质 知 道 , 当 Az 一 0 时 ,Au 一 0, 从 而 可 以 
推 知 


lima = іта = 0. 
又 因 w=g(z) 在 点 x 处 可 导 , 有 


lim Au (EY, 


о Ат 
故 lim RZ= f(u)» lim =, 
即 ЧУ = (и) g (z). 
这 就 是 公式 (6) 


例 9 уш К. 
解 у=е 可 看 作 由 y=e",x = л” 复合 而 成 ,因此 


例 10 y=sin Кы 


解 y= sin 22. ГЕН у= sin u, 4 = 了 7 复合 而 成 因 
ЧУ = cos u, 
da 201 22)=e Qm) (1 
dz tr) (I+ x`) ° 
所 以 
dy _ eaer 2 2х 


пеи Utay (1-2) ТО am 


从 以 上 例子 看 出 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 时 ,首先 要 分 析 所 给 函数 可 看 作 由 


Ф а=? - (u) l а= а(Ан). ХЧ Au = 0 时 无 定义 , 当 Au 一 0 时 ,a 一 0. 今 规定 Ди = 0 
时 e =0, 则 该 函数 在 Au =0 处 连续 . 
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哪些 函数 复合 而 成 ,或 者 说 ,所 给 函数 能 分 解 成 哪些 函数 .如 果 所 给 函数 能 分 解 
成 比较 简单 的 函数 ,而 这 些 简 单 函 数 的 导数 我 们 已 经 会 求 , 那 么 应 用 复合 函数 求 
导 法 则 就 可 以 求 所 给 函数 的 导数 了 . 

对 复合 函数 的 分 解 比 较 熟 练 后 ,就 不 必 再 写 出 中 间 变 量 ,而 可 以 采用 下 列 例 
题 的 方式 来 计算 . 


dy 
f) 11 у=1п sin z, Жан. 


: Ў 1 : cos х 
解 (dya sin х) = —— sin т) = 一 = cot л. 
dx sin = sin х 


#12 у-4/1-21 жо. 


解 Bia- 01-248) 3.G 222 
+ 
3 -4х 
з (1-2х*)! | 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 以 推广 到 多 个 中 间 变 量 的 情形 .我 们 以 两 个 中 间 变 
量 为 例 , 设 y= 了 (uu),u= pg(v),v= yy(z), 则 


dy _dy.du 
dr du dr’ 
du _du do Az т 
而 de do ЯВЖ y fipLy(z)] 1 的 导数 为 
ау _ dy ,du „dv 
4: du dv ах’ 


当然 ,这 里 假定 上 式 右 端 所 出 现 的 导数 在 相应 处 都 存在 . 
例 13 y=ln собе"), RE. 


Ж 所 给 函数 可 分 解 为 y= ln и, и = cos a s сл 
du u’ do 


е 10 —sin u):'e” = 一 шге) ʻe” = —е'тап(е"). 
х u соѕ(е") 
不 写 出 中 间 变 量 ,此 例 可 这 样 写 : 


Чу = Ца cos(e)] = glet 


_ —sin(e") 
cos( e* ) 
例 14 yaa , 求 y. 
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(е) = —e"tan(e"). 


解 y =(e F) ее [sn 过) 
= ea: cos 二 је үет cos — 
例 15 设 x>0, 证 明 等 函数 的 导数 公式 
ЕГ 


证 BA a= (е) е", 所 以 


(25) = (е), е" (иг) 


四 、 基 本 求 导 法 则 与 导数 公式 


基本 初等 函数 的 导数 公式 与 本 节 中 所 讨论 的 求 导 法 则 ,在 初等 函数 的 求 导 
运算 中 起 着 重要 的 作用 ,我们 必须 熟练 地 掌握 它们 .为 了 便于 查阅 ,现在 把 这 些 
导数 公式 和 求 导 法 则 归纳 如 下 : 

1. 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 


(1) (CY =0， (2) (55) matt, 
(3) (sin л) = cos z, (4) (cos х) = -sin х, 
(5) (tan т) = ѕес? х, (6) (сост) = – сѕе x, 
(7) (sec х) =ѕес хїап х, (8) (esce ry = 一 csc rcot хт, 
(9) (42) = аа а, (10) (e) =e, 
9 2231 
(11) (log,x) Pa гөн, (12) (In >) 
(13) (arcsin т) = l T 
[= 
(14) (arccos z) = - : ЭР 
1 =s 
(15) (arctan Fiel 
1 二 
(16) (arccot х) = 
1+ = 


2. 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 求 导 法 则 
ÉE и=и(х), о = v(x) E, 
(1) (utv; =u tu, (2) (Си) = Си (СЖЖ), 
(3) (ио) = ио + uv, (4) о онд), 
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3. 反 范 数 的 求 导 法 则 
设 += jy) 在 区 间 1, 内 单调 .可 导 且 f(y) 冯 0, 则 它 的 反 函 数 y= (х) 
在 1=f(1,) 内 也 可 导 , 且 


Ет СОР! Е ау _ 1 
ау 


4. 复合 函数 的 求 导 法 则 
Ў у= (и), а= р(х) В (8) Ж р(х) Ч 5,015 6 y= 


Ра Сх) 1н у 


下 面 再 举 两 个 综合 运 „ценки. 

例 16 y=sin nr-sin” (п 为 常数 ), 求 y. 

解 首先 应 用 积 的 求 导 法 则 得 
y = (sin nz) sin"z + зіп ил! (ял). 

在 计算 (sin nz) 与 (sin"z) 时 ,都 要 应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,由 此 得 
y = псоѕ NT Sin 你 +sin nz* nsin""! zvcos 工 

= nsin” 'x(cos nr*sin zr + зіп nx'cos х) 
= nsin” ‘x*sin(n +1). 


“ 例 17 s у 
(sh x) =ch z, (ch+) =sh >=, (th л) = 


т х’ 
(arsh 2) = =, (arch 2 е b з, (arth у. 
y 1+x x —1 l= 


证 ”由 定理 1(1)、(2), 有 
| ‚_[е”-е“\ _(е')”—(е *)” 
(sh х) -(-1-| шин 55 
Ж (е) =e МЕШЗ3, (е y 5--е .于 是 


同 理 可 得 


由 定理 1(3) 及 上 述 结果 ,有 
(th z)"= ($2) = _ (sh х) 'ch >= —sh z(ch x) 


ch x ch x. 
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2 2 
ст х-л 1 
хиллэх а ын [ус е Ер. 
ch x ch > 


由 arsh zx=ln(z+V1I+z ), 应 用 复合 函数 求 导 法 则 及 定理 1(1), 有 


1 Хү? 
кше БЕЛЕТ гүге, 
r+ l+ x° 


(arsh т). 


I 1 х 1 
= (1+ = : 
| Z=) 1+? 
H arch z =I]n(+ +y z? 一 1), 同 理 可 得 


ES 


R] 


17 - 


(arch +) = 


+ 3: 4 
由 arth xz= 了 Inj 二 ,可 得 


(arth wa с ез 
l>r 


习 题 2-2 
1. 推导 余 切 函数 及 余 割 函数 的 导数 公式 : 
(cot r) = -ese хт, (сзс л) = —csc rcot л. 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(0) у= а? +. 2+ 12; (2) у= 5х! – 2' + Зе’; 
(3) у= ап т tse r-l; (4) у= sin л •Соѕ r; 
(5) у= x ln zr; (6) у= Зе" cos г; 
(7) y= 2E, (8) у= 2 +113; 
7 工 
(9) у= х Їл rcos х; (10) sH, 


3. 求 下 列 函数 在 给 定点 处 的 导数 ，; 


(1) y=sin л – соѕ т, y 


和 у 


_ К 
* 


(2) p= sin 0 + Jos a RIE 


2 
(3) Лк) = 7> +t (О) А rO). 


4. 以 初速 度 о, 竖 直 上 抛 的 物体 ,其 上 升 高 度 ; 与 时 间 : ARES = vot -зүнбожЖ: 
(1) 该 物体 的 速度 vl); (2) 该 物体 达到 最 高 点 的 时 刻 . 
‚07. 


5. 求 曲线 у= 2sin z+ z 上 横 坐 标 为 *x=0 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 


6. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) у= (25:55): 
(3) y= ; 

(5) y= sin x; 

(7) y= tan а>; 

(9) y= (arcsin х): 
7. 求 下 列 函 数 的 导数 ，; 


(1) y= arcsin(1 ~ 2x); 


(3) y=e zcos 31; 


I-I = 


Oy i 


(7) у=агсып 
(9) у=1п(зес x + лап <); 


8. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


> 


(1) у= (arcsin > ) : 
V l+In° <; 


(5) у= sin "rcos nt, 


(3) у= 


二 arcsin л 
(7) arccos r’ 
(9) у= vltr-vl-xr І +20 - у 1 


ЕТА к=} 


9. ШЖ /(х)Я] (г) е, А (х) + g (г) 30,1 РА у= 


13 
10. 设 Сх) КЕНИ РТУ: 


(1) у= flx); 
11. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) у=е "(2° —2x+3); 


(3) у= (arctan 5 Е 


? -4 

=e e, 

(5) Ет эж. 
‚2 

(7) y=e “" = 


(9) у = .zarcsin > 44-21 


. 08 >» 


(2) у=соз(4-3х); 
(4) ул (14:52, 


(6) у= мМ а? – 2? ; 
(8) у= агсап(е'); 
(10) y= ln cos x. 
_ 1 
Gia I — x° ; 


(4) у= arccos +; 
_sin2r, 
(6) ул Жо. 


(8) y=l]n(—x-+ y a° + z’); 
(10) y= 


In(csc x — сої г). 
(2) у= ln tan >: 


(4) у= етту”, 


Е +1 
(6) у = arctan тт 


(8) y= 1n In 1а <; 


[= 
Ге 


(10) у = arcsin 


(2) у= f(sin' т) + fleo л). 


(2) у= sin r-sin(<2); 


(4) y _ ln х. 
л" 
(6) Е Тее 
х 
(8) у= у rtVr; 
(10) у = arcsin 222 
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м Р(х) + р(х) ВО 


` 12. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1) y= ch(sh r); (2) y=sh хє": 

(3) y=th(In +); (4) y=shx+ch т; 

(5) y= th(1- >°); (6) y=arsh(x?°'-+1); 

(7) у= arch(e’’ ); (8) у= arctan(th т); 

(9) y=lnch z t zr: (10) у= (24). 

13. 设 函 数 /f(x ) 和 和 g(r) 均 在 点 Th 的 某 一 邻 域内 有 定义 , (х) Vau 处 可 导 ,、 f(r,)= 


Ogir) x, 处 连续 , 试 讨论 /(z)g(z) 在 .ro 处 的 可 导 人 性 . 
14. РЖ F(z) 满 足下 列 条 件 ， 
(1) /(хт+у)= Fx) (у), 1—0) r,yC R; 
(2) /(z)=1L+-rg(z) ' 而 limg (x) =]. 

试 证 明 f(z) 在 R 上 处 处 可 导 , 和 且 у(х) = f(x). 


第 三 节 高 阶 导 数 


我 们 知道 ,变速 直线 运动 的 速度 v(:) 是 位 置 函数 *(:) 对 时 间 с 的 导数 , 即 


s=% R yzy 
dt 一 У 


而 加 速度 a 又 是 速度 o 对 时 间 z 的 变化 率 , 即 速度 v 对 时 间 г 的 导数 : 


"40. d fds 3 2957) 
a= s= |) 或 a=(s ). 


这 种 导数 的 导数 生怕 或 (> ) 叫做 s 对 + 的 三 脸 早 数 , 记 作 


ds 或 (i). 


所 以 ,直线 运动 的 加 速度 就 是 位 置 函 数 s 对 时 间 z 的 二 阶 导 数 . 
一 般 的 ,函数 y= f(z) 的 导数 у = (х) ЖЕ х 的 函数 .我 们 把 y = 


广 (z) 的 导数 叫做 函数 y= /(xz) 的 二 阶 导数 , 记 作 у>, 


相应 的 ,把 y= f(z) 的 导数 (х) РЖ y= f(x) 的 一 阶 导数 . 
类 似 地 ,二 阶 导 数 的 导数 ,叫做 三 阶 导 数 ,三 阶 导数 的 导数 叫做 四 阶 
导数 ,… ,一 般 的 ,(n -1) 阶 导数 的 导数 叫做 n 阶 导数 ,分 别 记 作 | 
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22 (4) ЕА (n) 
У.У, ‚ У 


或 dy dy Чу 
dx?’ dz?’ "ах 


函数 y= f(z) 具有 n 阶 导数 ,也 常 说 成 函数 f(x) 为 n 阶 可 导 . 如 果 函 数 
FORA r ЖАЯ n 阶 导数 ,那么 f(x) 在 点 х 的 某 一 邻 域内 必定 具有 一 切 低 
Tn 阶 的 导数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 高 阶 导 数 . 

由 此 可 见 , 求 高 阶 导数 就 是 多 次 接连 地 求 导数 .所 以 , 仍 可 应 用 前 面 学 过 的 
求 导 方法 来 计算 高 阶 导 数 . 

例 1 y=ar+b,K y. 

解 y =a,y =D. 

例 2 s=sin wt, 求 5. 


解 s =weos wi,s = — w sin ot. 
例 3 ШЕ: у= М2: - z 满足 关系 式 
| 31» = 
y y +1=0. 
证 Ж у= ү 20 - r RF, 
— 2-2т l-z 


у= 2 Ээ" 
2/2хт-х Э2Х 2 
-42-а ке e 


| 人 
“ 2z- д” 


_ —-2z+ xz -—- (1-х)? 


i (2> — z2)( 20 - x° 


1 1 
2503 сше 
(22-7)? y 
于 是 | yy +l=0. 


下 面 介 绍 几 个 初等 国 数 的 л 阶 导数 . 
例 4 求 指数 函数 y=e л 阶 导 数 . 


е а ЕЕ ” _ . (4) 2 r 
解 уке, y=e, y =e, y =e. 


一 般 的 ,可 得 
у!" п) 一 =e”, 
即 | (er )“ 0 = ет : 
例 5 求 正 弦 函 数 与 余弦 函数 的 ” 阶 导数 ， 


解 y=sin г, 
, | ВЕЕ т 
y = cos z=sn[z +): 
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уд =cos[ +3 2 ]=sn[z+4-2) 
一 般 的 ,可 得 
y =sin[z + п), 
即 (sin x)” = sin (+173). 
用 类 似 方法 ,可 得 


n T 
(cos 2397 = cos(x + "-5| 


例 6 RAR (14278) n 阶 导 数 . 


解 y=ln(1+ +), У =, 
а 1 m 1° 2 (4) 一 一 1:2 3 
2a Їр" ” “(жир (1+2) 
一 般 的 ,可 得 
у = =. ”- (л = 1)! 
(рн. 
н) — 2 „-1(п— 1)! 
即 [in(1 + 2) ] = ( 1) (14 2)" 


通常 规定 O! =1, 所 以 这 个 公式 当 n = 1 ВАЙ sr. 
例 7 ЖЭ) п 阶 导 数 公式 . 
解 设 y=x” (и 是 任意 常数 ) ,那么 
S 
y =nu(a-1)z" 2, 
у= д(и-1)3и-2)а457, 
у? = р(р- 1) (н 2) (а 3) а" *, 
一 般 的 ,可 得 | 
у = р(р- 1) (р 2) (реп +1) 2", 
即 (353) ”7«д(а-1)и-23)” (prat) s. 
У и= п 时 ,得 到 | 
(z=”)) = п(п- 1) (п - 2) --:3:2:1= п, 
Ti (219590, 
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Ш изги(:)Ж o= v(x) 都 在 点 x 处 具有 nn 阶 导数 ， 那么 显然 а(х) 
+ wv(z) 及 u(x) -v(xz) 也 在 点 x 处 具有 nn 阶 导数 , 且 
(и + о) 9 = +”. 
但 乘积 и (х): о(х) n T H 


(uv) =u o + uv 


首先 得 出 
(uu) = ио +t2u v tuv, 
1 (uu) = ио + Зи + Зит + иу”. 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
(uv) =u yt пи U у’ вир, (а а +... 
L n(n = lD: tD, (б-а Er E, 


上 式 称 为 莱 布 尼 茨 (Leibniz) 公 式 . 这 公式 可 以 这 样 记 忆 : 把 (zt+ o)" 按 二 项 式 
定理 展开 写成 


(u + vw)” п 0 n КЛЫ El) ин 


0 
= u"v +t nu +: +u о", 


ВІ (и + о)" = У сито, | 
然后 把 & КАЛ k NEA CENE ИНЕ D ВА 5), НЕЛЕ YQ B) и + о 44 
成 ио, X PE p 45 Ж ЗЕ # J, К 
(иф)? == 5 Ch ge . 
例 8 y= = у?е 2х ‚Ж гэн 
解 É =e", o= х! 
и =2ter(p=1,2,-:,20), 
v =2z, 4-2, 00 =0 (k=3,4,.…,20), 


代 人 莱 布 尼 茨 公式 ,得 
у?» = (r° у | 
-2325.:5420-2967-2:4 РЗ yeg. ` 


=220e(z2+207rz+95). 


Ф 记号 表示 对 同一 类 型 诸 项 求 和 .例如 ，> Can tt 表示 在 Chh КФА = 0,1 
k=l 
,然后 对 这 样 得 到 的 n + 1 项 求 和 ， 
. 102 · 


2] шй 2-3 


1, 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 : 


(1) y=2x?'+In х: (2) y=e "3 

(3) у= +rcos т; (4) y=e 'sin г; 

(5) y=V аг-х ; (6) у= (1 x°); 

(7) у= tan ms (8) y= ор 

(9) у= (1+ x )arctan 2; (10) у=; 

(11) у= хе; (12) у= 913). 


2.44 р(х) = (х+ 10), (2) =? 

з. # (z) 存 在 , 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 二 

(1) у= Jfr’); (2) у= №[/(х)]. 
— 


у" dz (97) -yy 
0) 85 = -—; (2) С 5 
(y) (y) 
5. u s s= Asin wt (А.о 是 常数 ), 求 物体 运动 的 加 速度 ,并 验证 : 
Tipa? s=0. 


6. 密度 大 的 陨 星 进 人 大 气 层 时 , 当 它 离 地 心 为 * 千 米 时 的 速度 与 6 成 反比 . 试 证 陨 星 的 


加 速度 与 ЖЕН. 


7. 假设 质点 沿 > 轴 运 动 的 速度 为 qz = /(x) , 试 求 质点 运动 的 加 速度 ， 


8. 验证 函数 y= Спе“ + С,е”“(3,С,,С, 是 常数 ) 满 足 关 系 式 
y - А у= 0. 
9. ЮЕ у= esin r 满足 关系 式 
y -2y +2y=0. 
10. 求 下 列 函 数 所 指定 的 阶 的 导数 : 
(1) y=e'cos z R yU); (2) у= rzsin 21,6 у. 
"11. 求 下 列 函 数 的 ， 阶 导数 的 一 般 表 达 式 : 
(1) y= z" ta” '+ aza"? +e ta, icta, (da a, 都 是 常数 ); 
(2) у= зіп x; (3) у= ln >; (4) у= xe. 
“12, 求 函 数 f(z)= cC ln + z)fE х 0418) п И /77(0) (a3). 
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第 四 节 ” 隐 函 数 及 由 参数 方程 所 确定 的 
函数 的 导数 ”相关 变化 率 


一 、 隐 函数 的 导数 


函数 y= f(z) 表示 两 个 变量 y 与 x 之 间 的 对 应 关系 ,这 种 对 应 关系 可 以 用 
各 种 不 同方 式 表 达 . 前 面 我 们 过 到 的 函数 ,例如 y=sin rz,y=lnz+YV1l-z 等 ， 
这 种 函数 表达 方式 的 特点 是 :等 号 左 端 是 因 变 量 的 符号 ,而 右 端 是 含有 自 变量 的 
式 子 , 当 自 变量 取 定 义 域内 任 一 值 时 ,由 这 式 子 能 确定 对 应 的 函数 值 .用 这 种 方 
式 表达 的 函数 叫做 显 函 数 . 有 些 函数 的 表达 方式 却 不 是 这 样 ,例如 ,方程 

zty -1=0 | 

表示 一 个 函数 ,因为 当 变量 х 在 ( оо, + co ) 内 取 值 时 ,变量 у 有 确定 的 值 与 之 
对 应 .例如 , 当 z=0 时 ,y=1; 当 z= -1 时 ,y= 江 ,等 等 .这 样 的 函数 称 为 隐 范 
ж. 

一 般 的 ,如 果 变量 x 和 y 满足 一 个 方程 FUz,y)= 0, 在 一 定 条件 下 , 当 z 取 
某 区 间 内 的 任 一 值 时 ,相应 的 总 有 满足 这 方程 的 唯一 的 у 值 存在 ,那么 就 说 方 
程 F(z,y)=0 在 该 区 间 内 确定 了 一 个 隐 范 数 . 

把 一 个 隐 画 数 化 成 显 画 数 ,叫做 隐 函 数 的 显 化 .例如 从 方程 z+ y* -1=0 解 
出 y=VI= 并 ,就 把 隐 函 数 化 成 了 显 函 数 . 隐 范 数 的 显 化 有 时 是 有 困难 的 ,甚至 
是 不 可 能 的 .但 在 实际 问题 中 ,有 时 需要 计算 隐 范 数 的 导数 ,因此 ,我们 希望 有 一 
种 方法 ,不 管 隐 函 数 能 否 显 化 ,都 能 直接 由 方程 算出 它 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 
来 .下 面 通过 具体 例子 来 说 明 这 种 方法 . 

#11 REDE e + zy -e=0 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 和 

解 ”我 们 把 方程 两 边 分 别 对 x 求 导数 @ ,注意 y= y(z). 方 程 左边 对 z Ж 
导 得 

ЧЇ (е'+лу-е)=е' tyta 2, 


方程 右边 对 z 求 导 得 
(0) =0， 


@ BESH Flr, у) = 0 Я: – КЖ y= у(х). y= r КАРЕ RA Flr, у(х) ]=0. 
ВА, ЕИО л RO. EBE УКШ х Ж 
° 104 : 


由 于 等 式 两 边 对 х 的 导数 相等 ,所 以 


У ау ` ау _ 
“одно ф s 
= ау _ У | У 
从 而 ar EF (x +e”#0). 


在 这 个 结果 中 ,分 式 中 的 y= y(x) 是 由 方程 e + zy — e= 0 Т R Р. 
2 求 由 方程 +2y-z-3z =0 所 确定 的 隐 范 数 在 zx=0 处 的 导数 


dy 
ал lo 
解 ”把 方程 两 边 分 别 对 х 求 导 ,由 于 方程 两 边 的 导数 相等 ,所 以 
5y +22 -1-21a =0. 
由 此 得 
ду. 152157 


dr Sy +2° 


0 2` 
віз ЖИШЭЭ =l 在 点 (2,3V3) 处 的 切线 方程 (图 2 -6). 
解 “ 由 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜率 


为 
k= y _ 
椭圆 方程 的 两 边 分 别 对 x 求 导 ,有 
zz 2 4у. 
| &'97°Дт O 
dy_ _ 9. 
从 而 dr 16y` 
2-6 
当 zr=2 时 ,y= 3V3, 代 人 上 式 得 
dy _V3 
dr， 4: 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 
3 243, 
5935 4 2), 
即 V3z+4y-8V3=0. 
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а 求 由 方程 > - y+ sin y=0 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 9 


ВЕ 应 用 隐 函 数 的 求 导 方法 ,得 


于 是 Чу 


х 2-cos y` 
上 式 两 边 再 对 x 求 导 ,得 


Е dy 
Фу 100 dr_ -4sin у 


dr. (2—cos у): (2 - cos y) ` 
上 式 右 端 分 式 中 的 y= >(z) 是 由 方程 +- у + зіп y=0 БИЙ ВИ. 


在 某 些 场合 ,利用 所 谓 对 数 求 导 法 求 导 数 比 用 通常 的 方法 简便 些 . 这 种 方法 
是 先 在 y= f(z) 的 两 边 取 对 数 , 然 后 再 求 出 > 的 导数 .我 们 通过 下 面 的 例子 来 
说 明 这 种 方法 . 
#5 求 y=x™ (x>0) 的 导数 . 
解 这 函数 是 窜 指 函数 .为 了 求 这 函数 的 导数 ,可 以 先 在 两 边 取 对 数 ,得 
ln y=sin 1.2) 


上 趟 两 边 对 z RS, 注意 到 y= y(x), 得 


l ，_ : 1 
—y = cos х |а л + іп х 一 ， 
y х 


于 是 у = y(cos z: In х. ал шэн z™ [cos x'in Í+ En). 
ХГ — ИЕН ВА 
y=u"(u2>0), (1) 
ШЖ и=и(х),о= о(х) F, ЖШ nf 0) 5 38 F #l| ИА РОК tH ЖЕН РА 
g (1)89 522Х пе ЖЕЕ РЕ (1) 2245 


у 2 et" “ 


这 样 , 便 可 直接 求 得 


2 二 , u 
y sehv ‘ln utv) 
u 
21:42 vu 
= ц' (> Ја а ea), 


06 Rysy 3902209. 


解 ” 先 在 两 边 取 对 数 (假定 х >4) ,得 
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Г уз-ү (х Ee = a: 
上 式 两 边 对 z 求 导 ,注意 到 у= y(x), 得 


122221 1 1 1 _ 1 

у? дае ж=2. 4-3 =) 
A жеу О ЖЕ 28 

于 是 У |=: 2—3" =i) 


x z<1 时 ,y=A| 290229, 
当 2<z<3 时 ,y = 12), 


用 同样 的 方法 可 得 与 上 面相 同 的 结果 . 
二 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


研究 物体 运动 的 轨迹 时 , 常 遇 到 参数 方程 .例如 ,研究 抛射 体 的 运动 问题 时 ， 
如 果 空 气 阻力 忽略 不 计 , 则 抛射 体 的 运动 轨迹 可 表示 为 


т=ъ\{, 
1 (2) 
у= ut Ta, 


-其 中 w үл, 分 别 是 抛射 体 初速 度 的 水 平 . 铅 直 分 量 ,g 是 重力 加 速度 ,上 是 飞行 
时 间 ,z 和 y 分 别 是 飞行 中 抛射 体 在 铅 直 平 面 上 的 位 置 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 ( 图 
2-7). 

在 (2) 式 中 ,x 、y 都 与 上 存在 函数 关 у 
系 .如 果 把 对 应 于 同一 个 с 值 的 y 与 x 的 
值 看 做 是 对 应 的 ,这 样 就 得 到 у 与 x Z B] о, 
的 函数 关系 ,消去 (2) 中 的 参数 上 ,有 


v 22 ` эк 
这 是 因 变 量 y 与 自 变 量 x 直接 联系 的 式 子 ,也 是 参数 方程 (2) 所 确定 的 函数 的 
BARK. 
一 般 的 , 若 参 数 方程 

+= e(t), 

уа (3) 
确定 y 与 x 间 的 函数 关系 , 则 称 此 函数 关系 所 表达 的 函数 为 由 参数 方程 (3) 所 
确定 的 函数 ， 

。JO7 ` 


在 实际 问题 中 ,需要 计算 由 参数 方程 (3) 所 确定 的 函数 的 导数 .但 从 (3) 中 消 
去 参数 : 有 时 会 有 困难 .因此 ,我 们 希望 有 一 种 方法 能 直接 由 参数 方程 (3) 算 出 
它 所 确定 的 函数 的 导数 来 .下 面 就 来 讨论 由 参数 方程 (3) 所 确定 的 函数 的 求 导 方 
法 . 

在 (3) 式 中 ,如 果 函 数 x = gp(1) 具 有 单调 连续 反 函 数 1 = pg ' (2), НШ 
数 能 与 函数 y= %(!) 构 成 复合 函数 ,那么 由 参数 方程 (3) 所 确定 的 函数 可 以 看 
成 是 由 函数 y= y(1) t= (z) 复 合 而 成 的 函数 y= py[ gp '(x)]. 现 在 ,要 计 
算 这 个 复合 函数 的 导数 .为 此 再 假定 函数 x = ф(х) у= y(1) 都 可 导 , 而 且 
p (1) 关 0. 于 是 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 与 反 函 数 的 求 导 法 则 ,就 有 

dy _ dy, г _dy 1 4041) 


dy_ g (t) 
j TEO ч) 
上 式 也 可 写成 | 
dy 
dyd 
i 
dr 


(4) 式 就 是 由 参数 方程 (3) 所 确定 的 x 的 函数 的 导数 公式 了. 
ШЖ z= g(t)、y= y(i) 还 是 二 阶 可 导 的 ,那么 从 (4) 式 又 可 得 到 函数 的 二 
阶 导数 公式 


Фу „А ан). 
4:2 т\т) (о (:) / dx 
-Ф00Ф(0)-40090(4), 1 
e (t) p (t)' 
dy- “wenu, D ЦЭ? 
567 已 知 椭圆 的 参数 方程 为 
л = асоѕ t, 
|y=bsin t, 


D 作为 > 的 函数 ,和 应 表示 为 


但 为 了 方便 起 见 ,通常 把 = g(1) 省 去 .后 面 的 公式 (5) 也 作 类 似 的 理解 ， 
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求 椭圆 在 := 才 相 应 的 点 处 的 切线 方程 (图 2-8). 


解 ” 当 41= 皇 时 , 椭 回 上 的 相应 点 M。 的 坐标 是 


曲线 在 点 М„ 的 切线 斜率 为 


dy = | — _bcos t | ыы: 
dx l-3 (асов t) єє Casintl, s a 
代 人 点 斜 式 方程 , 即 得 椭圆 在 点 М, 处 的 切线 方程 
4542. - а 2 
2 a (77202 
化 简 后 得 bx + ау Маб = 0. 


例 8 已 知 抛射 体 的 运动 轨迹 的 参数 方程 为 


ал ан, 
- 1 ° 


求 抛射 体 在 时 刻 | 的 运动 速度 的 大 小 和 方向 . 
解 ” 先 求 速度 的 大 小 . 
由 于 速度 的 水 平分 量 为 
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铝 直 分 量 为 


所 以 抛射 体 运 动 速度 的 大 小 为 


>=, (| (E) =V а, 
再 求 速度 的 方向 ,也 就 是 轨迹 的 切线 方向 . 
设 a 是 切线 的 倾角 , 则 根据 导数 的 几何 意义 ,得 


这 时 ,运动 方向 是 水 平 的 , 即 抛射 体 达到 最 高 点 (图 2-7). 
о 计算 由 摆 线 (图 2-9) 的 参数 方程 


=a(t- sin 1), 


| y=a(l- cos t) 
所 确定 的 函数 у= y(x) 的 二 阶 导数 . 


1 1 1 


ЕС _. z 
2sin + a (1 — cos t ) a (1 — cos {)` 


(¿Z2nxz,n C Z). 
三 、 相 关 变 化 率 


Я х= (1) y= y(t) 都 是 可 导 函 数 , 而 变量 x 与 > 间 存 在 某 种 关系 ,从 
而 变化 率 们 与 忆 间 也 存在 一 定 关 系 . 这 两 个 相互 依赖 的 变化 率 称 为 相关 变化 
率 .相关 变化 率 问题 就 是 研究 这 两 个 变化 率 之 间 的 关系 ,以 便 从 其 中 一 个 变化 率 
求 出 另 一 个 变化 率 . 

例 10 一 气球 从 离开 观察 员 500 m 处 离 地 面 销 直 上 升 , 当 气 球 高 度 为 
500 m 时 ,其 速率 为 140 m/min( 分 ). 求 此 时 观察 员 视 线 的 仰角 增加 的 速率 是 多 
少 ? 


解 ” 设 气球 上 升 : s( 秒 ) 后 ,其 高 度 为 ,观察员 视线 的 作 角 为 a, 则 


tan a= pp 
其 中 a 及 h 都 与 + 存在 可 导 的 函数 关系 .上 式 两 边 对 : 求 导 ,得 
2 .da _ 1 „ал 
ѕес а 4: 500 dz: 
由 已 知 条 件 , 存在 tas WE A|, = 500 m, S| = 140 m/min. 又 


t= to 


ааа, = 1,seca| = 2. 代 人 上 式 得 


da 1 


20 |, 500 140, 
所 以 和 2 “ву 0- 14(raq(3UBE)/min). 


即 此 时 观察 员 视 线 的 仰角 增加 的 速率 是 0. 14 rad/min. 
2) 题 2-4 


1. ЖК 213 ЕЕ К>. 
(1) y -2xy+9=0; (2) x + у? - Зазу= 0; 
(3) .zy=e (4) y=1- хе’. 
ш. 


2. 求 曲线 +Í у =a 在 点 (22622, ) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 


3. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 9 学 : 
(1) z- y =l; (2) 5а? +а? y за, 
(3) y= tan(x + y); (4) y=1+ хе”. 

`4. 用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 : 


+ 5 一 
0) y= (2): 0) у= J s: 


Vr+2(3- z) 
(241) | 


(3) у (4) y=N zsinzy l-e. 


5. ЖЕЙ 6dkr h Br л эн. 


(1) ив (2) z=80(1-sin 0), 
у= 01 ; у = дсоѕ 0. 
6. B| 2 
у= e cos t. хи 
7. 写 出 下 列 曲线 在 所 给 参数 值 相 应 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 : 
z=sin t, л 
1 = 50; 
ш уер Т" 外 
ЖЭ За? 
14127 
(2) ， 在 :=2 处 ， 
_ 3at . 
гүн 


8. 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 二 阶 导数 号 ， 


(1) z= 5, (2) х=а cost, 

у= у= b зїп t; 

т = Зе ' х= /[ (4). 
3 4 | Жу" 且 不 
D | e, (4) (усно Л O FEITSE 


“9. 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 三 阶 导数 4， 


х=1п(1+{7), 


у= t ~ arctan i. 


х=1- 1°, 


(1) 


(2) | 


y = t t*; 
10. 落 在 平静 水 面 上 的 石头 ,产生 同心 波纹 . 若 最 外 一 图 波 半径 的 增 大 速率 总 是 6 ms, 
问 在 2 s 末 扰动 水 面 面 积 增 大 的 速率 为 多 少 ? | 
11. 注水 人 深 8 m 上 顶 直径 8 m 的 正 圆锥 形容 器 中 ,其 速率 为 4 msjmin. 当 水 深 为 5 m 
时 ,其 表面 上 升 的 速率 为 多 少 ? 
12. 溶液 自 深 18 cm 顶 直径 12 cm 的 正 贺 锥 形 漏 斗 中 漏 人 一 直径 为 10 cm 的 圆柱 形 简 
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中 ,开始 时 滑 斗 中 盛 满 了 溶液 .已 知 当 溶 液 在 漏斗 中 深 为 12 cm 时 ,其 表面 下 降 的 速率 为 
1 cm/min. 问 此 时 图 柱 形 简 中 溶液 表面 上 升 的 速率 为 多 少 ? 


第 五 节 函数 的 微分 


一 、 微 分 的 定义 


上 先 分 析 一 个 具体 问题 .一 块 正 方形 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 由 
zu 变 到 х„+Ах (图 2-10), 问 此 薄片 的 面积 改变 了 多 少 ? 
设 此 薄片 的 边 长 为 x ,面积 为 A, 则 A 与 x 存在 函数 关系 :A = х’. йн 
温度 变化 的 影响 时 面积 的 改变 量 ,可 以 看 成 是 当 自 变量 > Н х, 取得 增 量 Ar 
时 ,函数 A = +` 相应 的 增 量 AA , 即 


ЛА = (х, + Az) - E =2zr Az + (Ах)?. 


从 上 式 可 以 看 出 ,AA 分 成 两 部 分 ,第 一 部 分 
2х„Ах Ж Ах 的 线性 函数 , 即 图 中 带 有 斜 线 的 两 
个 矩形 面积 之 和 , MEIRI (Ary 在 图 中 是 带 Г 
有 交叉 斜 线 的 小 正方 形 的 面积 , 当 Aro 时 ,第 
ZRA (Ary 是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 , 即 (Az)= 
o(Azr). 由 此 可 见 , 如 果 边 长 改变 很 微小 , 即 |Az1 
很 小 时 ,面积 的 改变 量 AA 可 近似 地 用 第 一 部 分 
KRE. 

一 般 的 ,如 果 函 数 y= f(x) 满足 一 定 条 件 , 则 ~ 
ЖІ лу 可 表示 为 | 2-10 

Ay= ААх + о(Ат), 
其 中 A 是 不 依赖 于 Ar 的 常数 ,因此 Айх 是 Az 的 线性 函数 , 且 它 与 Ay 22 
Ay- ААхт = о(Ах) 


是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 .所 以 , 当 А50, Н | Ах | ЛЕ, RAR AA Ах 的 线 
性 函数 AAz 来 近似 代替 Лу. 

定义 ” 设 函 数 y= f(z) 在 某 区 间 内 有 定义 ,zx。 E z, + Ax 在 这 区 间 内 ,如 
果 增 量 | 


Лу= }(х„+Ах)-— f(x) 
可 表示 为 
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Ay= ААх+о(Ах), (1) 
其 中 A 是 不 依赖 于 Az 的 常数 ,那么 称 函 数 y= у(х) хо 是 可 微 的 ,而 
ААх ВИ ДЕ у= f(z) 在 点 z 相应 于 自 变 量 增 量 Ar 的 微分 , 记 作 dy В 
С ду=ААл. 
下 面 讨论 函数 可 微 的 条 件 . 设 函数 y= f(z) 在 点 re 可 微 , 则 按 定 义 有 (1) 
式 成 立 .(1) 式 两 边 除 以 Ax ,得 


于 是 , 当 Ar—0 时 ,由 上 式 就 得 到 
A= lim кузу (zo). 


因此 ,如 果 函 数 F(z) 在 点 z 可 微 , 则 f(z ) 在 点 хо 也 一 定 可 导 ( 即 f(x) 存 
ЇЕ),Н А-/ (хо). 
反之 ,如 果 у= f(z) 在 点 zx。 可 导 , 即 


lim Z= (a) 
存在 ， 根据 极限 цолд 章 第 四 节 定 理 1), 上 式 可 写成 
аз 
其 中 a 一 0 ( 当 Az—0). Е 
Ay= Б(хо)дх + аА. 
аАх = о(Ах), А 了 (x6) 不 依赖 于 Ax, 故 上 式 相 当 于 (1) 式 ,所 以 f(z) 在 点 
由 此 可 . 见 , 函 数 f(z) 在 点 ,可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 A(z) 在 点 ху 可 
导 , 且 当 f(x) 在 点 хо 可 微 时 ,其 微分 一 定 是 
dy= f (zxo)Arx. (2) 
Н Ў (xa) £0 时 ， 有 


Їл 8. = Іна 1 нт 22. = 1 
м0 dy л‹—0/ 255 = f (z. Улс Ах | 
МТТ, 4 Az—0BF,Ay 与 dy 是 等 价 无 穷 小 ,于 是 由 第 一 章 第 七 节 定 理 1 可 知 ， 


， 这 时 有 


Ay= dy+o(dy), (3) 
В dy 是 Ay KERO. ХНТ dy = f (х) Ат 是 Ах 的 线性 函数 ,所 以 在 


D 设 a 及 8 都 是 在 同一 个 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无穷 小 ,如 果 #=а + о(а), Ша 是 8 的 主 部 . 
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F xa) #0 的 条 件 下 ,我 们 说 dy Ж Ay 的 线性 主 部 ( 当 Az 一 0). 于 是 我 们 得 到 
结论 :在 f r) #0 的 条 件 下 ,以 微分 dy = f(xo)Az 近似 代替 增 量 Ay = 
хо t+ Ax) 一 f(xo) 时 ,其 误差 为 o(dy). 因 此 ,在 |Axz| 很 小 时 ,有 近似 等 式 
Ау®=ду. 
例 1 Хий у= л {Ех=1 和 T=3 处 的 微分 . 
解 ” 函 数 y=x? 在 x=1 处 的 微分 为 
dy=(x`) |,.,Ах= 2242; 
在 zx=3 处 的 微分 为 
dy= (x°) |, Ах =6Az. 
函数 y= A(z) 在 任意 点 xz 的 微分 , 称 为 函数 的 微分 , 记 作 dy 或 dfF(z), 即 
dy= f (x)Ax. I 
例如 ,函数 y= cos х 的 微分 为 | 
ау = (cos x VAr = —sin rAz; 
函数 у=е' 的 微分 为 
4у-(е) Ах =e Ах. 
显然 ,函数 的 微分 dy= /(х)Ах 与 + fl Ar 有 关 . 
8682 Ж у= х 当 x=2,Ax=0.02 时 的 微分 . 
解 ” 先 求 函 数 在 任意 点 x 的 微分 
dy = (x° Y Ar =3r Ах. 
再 求 函数 当 x =2,Ax =0.02 时 的 微分 
dyl, =3xrzAr| ， =3-2.0.02=0.24. 


通常 把 自 变量 > 的 增 量 Ах 称 为 自 变量 的 微分 , 记 作 dz, 即 dx = Аг. FE 
函数 y= f(z ) 的 微分 又 可 记 作 
: dy= f(x)dx. 


dy _ 
从 而 有 124 (z). 


这 就 是 说 ,函数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 dz 之 商 等 于 该 函数 的 导数 .因此 , 导 
数 也 叫做 “ 微 商 ”. 


二 、 微分 的 几何 意义 


为 了 对 微分 有 比较 直观 的 了 解 ,我 们 来 说 明 微 分 的 几何 意义 . 
ЖАНБА, Ж y= f(x) 的 图 形 是 一 条 曲线 .对 于 某 一 固定 的 >, 
值 ,曲线 上 有 一 个 确定 点 M roy) MAER x 有 微小 增 量 Ar 时 ,就 得 到 曲 
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线 上 另 一 点 N(z= +Ах, уо + ду) А 2-11 可 知 : 
МОӘ = Ах, y 
QN=Ay. - 
过 点 M 作曲 线 的 切线 MT , 它 的 倾角 为 а, 
ОР = МО ·:апа= Ах f (xo), | 

即 dy = QP. 

由 此 可 见 , 对 于 可 微 函 数 y= (х), Ч — 
Ay 是 曲线 y= f(z) 上 的 点 的 纵 坐 标的 增 量 时 ,dy 
就 是 曲线 的 切线 上 点 的 纵 坐 标的 相应 增 量 . 当 
1Az | 很 小 时 ,1Ay 一 dy| 比 |Az| 小 得 多 . 因此 在 点 
M 的 邻近 ,我们 可 以 用 切线 段 来 近似 代替 曲线 段 .在 局 部 范围 内 用 线性 函数 近 
似 代替 非 线 性 函数 ,在 几何 上 就 是 局 部 用 切线 段 近似 代替 曲线 段 ,这 在 数学 上 称 
为 非 线 性 函数 的 局 部 线性 化 ,这 是 微分 学 的 基本 思想 方法 之 一 .这 种 思想 方法 在 
自然 科学 和 工程 问题 的 研究 中 是 经 常 采用 的 . 


图 2-11 


三 、 基 本 初等 函数 的 微分 公式 与 微分 运算 法 则 


从 函数 的 微分 的 表达 式 | 
ау= f(x)dx 
可 以 看 出 ,要 计算 函数 的 微分 ,只 要 计算 函数 的 导数 ,再 乘 以 自 变 量 的 微分 . 因 
此 ,可 得 如 下 的 微分 公式 和 微分 运算 法 则 . 

1. 基本 初等 函数 的 微分 公式 

由 基本 初等 函数 的 导数 公式 ,可 以 直接 写 出 基本 初等 函数 的 微分 公式 .为 了 
便于 对 照 ,列表 于 下 : 


d(z")= pt dz 
d(sin х) = соз ёбх 

4(со8 т) = -sin хіх 

(tan х)’ = sec х d(tan т) = ѕес? rdx 

(cot z) = — cse = d(cot z) = – све? zd= 

| d(sec x) = sec ztan rdx 


(sec x) = ѕес rtan + 


(ese 2) = – esc. reot т а(сѕс т) = -cesc vcot хах 
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续 表 


(a')'=a"lna d(a")= аһ айх 


(ey = е" 4(е") =е' ат 
(log К = d(log,z) = : ат 
š хіп а ° х\п а” 
Aa Al 51 
(In т) = d(In х) = ах 
А ПЕ 1 А Н 1 
(arcsin т) = d(arcsin т) = i 
-zr _ т 
(arccos z) = 一 = 5 а(агссоѕ х) = 一 =н“ 
=š _ х 
(arctan х) = гэ d(arctan х) = de 
е 1 _ 1 
(arccot 2) = — E d(arccot +) = – rr == 


2. 函数 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 法 则 


由 函数 和 、 差 . 积 、 商 的 求 导 法 则 ,可 推 得 相应 的 微分 法 则 .为 了 便于 对 照 , 列 
成 下 表 ( 表 中 x = u(xz),v= wv(z) 都 可 导 ). 


函数 和 、 差 积 、 商 的 求 导 法 则 


(utu) =н £ 


函数 和 、 差 , 积 、 商 的 微分 法 则 


4и + о) = ан + аху 


(Си) = Cu’ 4(Си) = Саш 


(uv) = ио + uv 


) === иш” (0320) 


d( uv) = vdu + udv 


a(#)= sa, udv (090) 


现在 我 们 以 乘积 的 微分 法 则 为 例 加 以 证 明 . 
根据 函数 微分 的 表达 式 ,有 
а(ио) = (uo) dx. 


再 根据 乘积 的 求 导 法 则 ,有 

(ио) = u o + иш. 
于 是 а( ио) = (u u + ио )dr = u'vdz + uv dx. 
由 于 u dr=du, о’'ах = іо, 
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所 以 а( но) = vdu + udv. 
其 他 法 则 都 可 以 用 类 似 方法 证 明 


3. 复合 函数 的 微分 法 则 


与 复合 函数 的 求 导 法 则 相应 的 复合 函数 的 微分 法 则 可 推导 如 下 : 
设 y= f(w) 及 u = g(x) 都 可 导 , 则 复合 函数 y= FLg(z)] 的 微分 为 
dy=y .dr=f (u)g (x)dz. 
由 于 g“(x)dx=du, 所 以 ,复合 函数 y= f[g(x)] 的 微分 公式 也 可 以 写成 
dy= f (u)du 或 dy= y du. | 

由 此 可 见 ,无 论 u 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 , 微 分 形式 dy= f'(u )du 保持 不 
变 .这 一 性 质 称 为 微分 形式 不 变性 .这 性 质 表示 , 当 变 换 自 变量 时 ,微分 形式 
ду= f'(u)du 并 不 改变 . 

8|3 y=sin(2x +1), 求 dy. 

Ж 把 2x+1 НИ и, Д 

dy =d(sin и) = соз udu =cos(2z + ])d(2xr +1) 
= соз(2х + 1).24хт = 2соз(2х + 1)ах. 

EKRA KAR S 21 , 811). 45 S tH h | Ж E. ERE A РЕСП 2714, 26 
似 地 也 可 以 不 写 出 中 间 变 量 . 下 面 我 们 用 这 种 方法 来 求 函 数 的 微分 . 

814 y=ln(1+e ),Ж dy. 


R dedintre уў= ар же усаа 42) 
| 1+e' l+e’ 


е 
2 2 
КИ e” 
= 一 -272dz = 一 一 dz 
1 十 е“ + е" 


8|5 y=e “cos x, 求 dy. 
解 ” 应 用 积 的 微分 法 则 ,得 
dy =d(e 3“ cos т) = соѕ zd(e! ™)+e! 3" d(cos т) 

= (соз z)e '"(—34х)+е ™(—sin хах) 

= – е! 7 (3соѕ z + ѕіп т)йл. | 
例 6 在 下 列 等 式 左 端的 括号 中 填 和 适当 的 函数 ,使 等 式 成 立 . 
(1) d( )=хтау; (2)d( )= cos otdt. 
解 (1) 我 们 知道 ， 

d(x*)=2xdx. 
可 见 айх = а) = 4[5-), 
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即 45) = хах. 


一 般 的 ,有 
ас) = zde (C 为 任意 常数 ). 
(2) 因为 | | 
d(sin ot) = wcos шаг, 
可 见 cos оѓ} = 二 d(sin wt) -а| рэн wt | 
Вр 4 рэн wt ) = cos wt dt. 
一 般 的 ,有 


a [sin wt + c) = соз wtdt (C 为 任意 常数 ). 
四 、 微 分 在 近似 计算 中 的 应 用 


1. 函数 的 近似 计算 


在 工程 问题 中 ,经 常会 遇 到 一 些 复杂 的 计算 公式 .如 果 直 接 用 这 些 公式 进行 
计算 , 那 是 很 费力 的 .利用 微分 往往 可 以 把 一 些 复杂 的 计算 公式 用 简单 的 近似 公 
式 来 代替 . | 

前 面 说 过 ,如 果 y= f(x) 在 点 хь 处 的 导数 F Ce) 960, B lAr | 很 小 时 ,我 
们 有 

Ay~dy= f (zo)Ax. 


这 个 式 子 也 可 以 写 为 
= ОЛУ Л (хайх, (4) 
或 Рз + Ах)®ё](х„) +f (ro)Arx. | (5) 
在 (5) 式 中 令 z=xzo+Ar, 即 Az=xz-zro， 那 么 (5) 式 可 改写 为 
гох) СУЛ хо) Саад). | (6) 


如 果 /(zo) 与 三 (zw) 都 容易 计算 ,那么 可 利用 (4) 式 来 近似 计算 Ay, 利 用 
(5) 式 来 近似 计算 /Слу +Az) ,或 利用 (6) 式 来 近似 计算 f(z). 这 种 近似 计算 的 
实质 就 是 用 x 的 线性 函数 f(x.) 87 (хо) (х — ro) 来 近似 表达 函数 f(x). 从 导 
数 的 几何 意义 可 知 ,这 也 就 是 用 曲线 y= F(z) 在 点 (zeo,j(zo)) 处 的 切线 来 近 
似 代替 该 曲线 (就 切 点 邻近 部 分 来 说 ) 
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7 有 一 批 半 径 为 1 cm HIRR, A T R E E ЖЕТЕЛ, ЖШ ЕЕ, E 
度 定 为 0.01 cm. 估计 一 下 每 只 球 需 用 铜 多 少 g( 铜 的 密度 是 8.9 g/cm )? 
解 ” 先 求 出 镀层 的 体积 ,再 乘 上 密度 就 得 到 每 只 球 需 用 钢 的 质量 ， 


因为 镀层 的 体积 等 于 两 个 球体 体积 之 差 ,所 以 它 就 是 球体 体积 = к? 


当 R HR, ЗМЕИ AR 时 的 增 量 AV .我 们 求 V 对 R 的 导数 


= ($R) | =4rRi， 
0 R= Ro 


由 (4) 式 得 AV=4rRIAR . 
将 Ru=1、AR=0.01 代 人 上 式 , 得 
AV=z4x3.14x 1 х0.0120.13 (ст). 
于 是 镀 每 只 球 需 用 的 铜 约 为 
0.13х8.9221.16 (g). 
818 利用 微分 计算 sin 30°30 ”的 近似 值 . 
ВЕ 把 30?30" 化 为 弧度 ,得 


30"30 = 


$ t 360: 

由 于 所 求 的 是 正弦 函数 的 值 , 故 设 f(x) = sin х. Б / (5) = cos х. ШЖ 
(т) ваен y (E) = cos 到 = 都 容易 计算 ,并 且 
Ах = 60 比较 小 .应 应 用 (5) 式 便 得 


х 


вш30730” =зїп[ + 500 ]~sin ооз Жул 


3 


221 23? 
=5 +5 360 220.500 0 + 0.007 6 


= 0.507 6. 
下 面 我 们 来 推导 一 些 常 用 的 近似 公式 .为 此 ,在 (6) 式 中 取 x。=0, 于 是 得 
f(z=)=zf(0)+ /(0)х. (7) 
应 用 (7) 式 可 以 推 得 以 下 几 个 在 工程 上 常用 的 近似 公式 (下 面 都 假定 |z| 是 
较 小 的 数值 ): 


(i) /Z1+ xr==1 + Lrs 
(ii) sin т^=х (л 用 弧度 作 单 位 来 表达 ) ; 
(iü) тап хал (z 用 弧度 作 单 位 来 表达 ); 
(iv) е2=1 + =; 
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(v) (1+ z)=z<x. | . 
证 (i) 在 第 一 章 第 七 节 例 1 中 我 们 已 经 证 明 过 这 个 近似 公式 . 在 这 里 ,我 
们 利用 微分 证 明 . 取 F(z) = ТК, А 00) =1, 00) = 01+ а) 


T=0 


= 二 ,代入 (7) 式 便 得 
V1+zszl 223 


证 (i) R f(z)=sin л, А f(0)=0, f (0)=cos z| =1, 代 入 (7) 式 

便 得 
sin rr. 

其 他 几 个 近似 公式 可 用 类 似 方法 证 明 , 这 里 从 路 了 . 

例 9 计算 V1.05 的 近似 值 . 

解 V1.05=V1+0.05, | 
这 里 zx =0.05, 其 值 较 小 ,利用 近似 公式 (i)(n =2 的 情形 ), 便 得 

V1.05~1+ 方 (0.05)=1.025. 


如 果 直 接 开 方 ,可 得 
V1.05 = 1.024 70. 
将 两 个 结果 比较 一 下 ,可 以 看 出 ,用 1.025 作为 V1.05 的 近似 值 ,其 误差 不 超过 
0.001, 这 样 的 近似 值 在 一 般 应 用 上 已 够 精确 了 .如 果 开 方 次 数 较 高 ,就 更 能 体现 
出 用 微分 进行 近似 计算 的 优越 性 . 


"2. 误差 估计 


在 生产 实践 中 ,经 常 要 测量 各 种 数据 .但 是 有 的 数据 不 易 直 接 测量 ,这 时 我 
们 就 通过 测量 其 他 有 关 数 据 后 ,根据 某 种 公式 算出 所 要 的 数据 .例如 ,要 计算 贺 


钢 的 截面 积 A ,可 先 用 卡 太 测 量 圆 钢 截面 的 直径 厂 , 然 后 根据 公式 A = īp 算 


出 A. 

由 于 测量 仪器 的 精度 .测量 的 条 件 和 测量 的 方法 等 各 种 因素 的 影响 , 测 得 的 
数据 往往 带 有 误差 ,而 根据 带 有 误差 的 数据 计算 所 得 的 结果 也 会 有 误差 ,我们 把 
它 叫 做 间接 测量 误差 

下 面 就 讨论 怎样 利用 微分 来 估计 间接 测量 误差 

先 说 明 什么 叫绝 对 误差 什么 叫 相对 误差 | 

如 果 某 个 量 的 精确 值 为 A , 它 的 近似 值 为 ,那么 1A - a1 叫做 a 的 绝对 误 
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ж, ЗЕ Н 1а | 的 比值 А и a 的 相对 误差 


在 实际 工作 中 , 某 个 量 的 精确 值 往 往 是 无 法 知道 的 ,于 是 绝对 误差 和 相对 误 
差 也 就 无 法 求 得 .但 是 根据 测量 仪器 的 精度 等 因素 ,有 时 能 够 确定 误差 在 某 一 个 
范围 内 .如 果 某 个 量 的 精确 值 是 A , 测 得 它 的 近似 值 是 a ,又 知道 它 的 误差 不 超 
过 ó, EP 
|А-а|<8„, 


那么 64 叫做 测量 A 的 绝对 误差 限 ,而 于 叫做 测量 A 的 相对 误差 限 . 


例 10 设 测 得 圆 钢 截面 的 直径 D=60.03 mm ,测量 D 的 绝对 误差 限 6, = 
0.05 mm. 利用 公式 
4. Хүү 
A=+D 
计算 圆 钢 的 截面 积 时 , 试 估计 面积 的 误差 . 
® ”我 们 把 测量 时 所 产生 的 误差 当 作 自 变量 的 增 量 AD ,那么 ,利用 
公式 A= + D° 来 计算 A 时 所 产生 的 误差 就 是 函数 A 的 对 应 增 量 АА. ГАР | 
很 小 时 ,可 以 利用 微分 dA 近似 地 代替 增 量 AA , 即 
AA~dA = А'-Ар= 5р:АР. 
由 于 D 的 绝对 误差 限 为 6, = 0.05 mm, 所 以 
|AD|<ë, =0.05, 


而 [ДА 15 1441= 5р -14р1<5р+ òn, 
因此 得 出 A 的 绝对 误差 限 约 为 
ё,-4-0:6,-4-Х60.03Х0.055-4.715 (mm’); 


2 
A 的 相对 误差 限 约 为 


2 


D: ó 
ӧл _ 2 й дь 0.05 ~、 
gP 


一 般 的 ,根据 直接 测量 的 х 值 按 公 式 y= f(x) 计算 y 值 时 ,如 果 已 知 测量 
х 的 绝对 误差 限 是 6,, 即 
|Ах|<8,, 
那么 , 当 у 520 时 ,y 的 绝对 误差 
|Ау15:14у1 51» :1Azl 委 ly lð., 
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ИП у 的 绝对 误差 限 约 为 
ô= ly 1.6,; (8) 
y 的 相对 误差 限 约 为 


5 | 
一 二 | 一 | . 9 
mar А (9) 


以 后 常 把 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 简称 为 绝对 误差 与 相对 误差 . 
习 题 2-5 
1. 已 知 y=. 习 -xz 计算 在 z=2 处 当 Azr 分 别 等 于 1,0.1,0.01 时 的 Ay K dy. 


2. ЕЖ у= f(x) 的 图 形 如 图 2 一 12, 试 在 图 2 一 12(a)、(b)、(c)、(d) 中 分 别 标 出 在 点 
хо 的 dy. Ay 及 Ay 一 dy, 并 说 明 其 正 负 . 


y=f(x) 
y=f (x) 
O Xx XtAx xX О X XotAx X 
(с) (4) 
2-12 
3. 求 下 列 函 数 的 微分 : 
(1) y= L +2 z; (2) у= zsin 2—; 
(3) у= 一 二 一 ; (4) у= %2(1- т). 
Rd 
(5) y= e; (6) y=e "cos(3— r); 
(7) y=arcsin V L- z; (8) у= (ап 14232): 


“123 > 


(9) y=arctan LS, (10) s= Азп(ш + p) (А wp 是 常数 ). 


1+ 

4. 将 适当 的 函数 十 人 下 列 括号 内 ,使 等 式 成 立 : 

(114( )=2dz; (2)4( )=3<xdx; 

(3) 44 )=cos tdt; (4) 404 )=sin wrdr; 

(5) 4) = үүгийх (6)4( J=% dz; 

x 

(7) d( )= жийх (8) ч ) = sec 3rdz， 

5. 如 图 2- 13 лк НУЕВ#АОВВ1& 2/5, F 28 21 ,电缆 的 最 低 点 O +j FF Ж АВ 的 
距离 为 /, 则 电缆 长 可 按 下 面 公式 计算 Ч 


гн2(13221 
当 了 变化 了 A 太 时 ,电缆 长 的 变化 约 为 多 少 ? 
6. 设 扇形 的 圆心 角 a = 60" ,半径 R = 100 cm( 图 2- 14). 如 果 民 不 变 ,a 减少 30 , [5] А 
形 面 积 大 约 改变 了 多 少 ? 又 如 果 a 不 变 ,R 增加 1 cm , 问 扇 形 面积 大 约 改变 了 多 少 ? 


2-13 еа 
7. 计算 下 列 三 角 函 数值 的 近似 值 : 
(1) cos 29°; (2) tan 136°. 
8. 计算 下 列 反 三 角 函 数值 的 近似 值 : 
(1) arcsin 0.500 2; (2) arccos 0.499 5. 


9. 当 jz| 较 小 时 ,证 明 下 列 近似 公式 : 

(1) tan x 之 x(x 是 角 的 弧度 值 ); (2) ln(1+ z)=z<; 

(3) үүсэн! e, 
并 计算 tan 45 和 л 1.002 的 近似 值 . 

10. 计算 下 列 各 根 式 的 近似 值 : 

(1) 4996, | (2) 465. 

` ll. 计算 球体 体积 时 ,要求 精确 度 在 2% 以 内 . 问 这 时 测 莽 直径 
D 的 相对 误差 不 能 超过 多 少 ? | 

“12 某 厂 生产 如 图 2- 15 所 示 的 扇形 板 ,半径 R=200 тт, Ж 图 2-15 
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中 心 角 а 为 55". 产 品 检验 时 ,一 般 用 测量 纺 长 / 的 办 法 来 间接 测 基 中 心 角 a. BIR WJ ШЕ |< / 
时 的 误差 ð =0.1 mm, 问 由 此 而 引起 的 中 心 角 测 量 误差 5。 是 多 少 ? 


总 习题 二 
1. 在 “充分 ”“ 必 要 ”和 “充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 和 下列 空 格 内 : 
(1) (DER хо 可 导 是 (х) ri 连续 的 条 件 . f(z) 在 点 x, 连续 是 
f(x EA хо 可 导 的 条 件 . 


(2) /(z) 在 点 xu 的 左 导数 S- (zxo) 及 右 导 数 f, (xo) 都 存在 且 相 等 是 Ох) ху 可 
导 的 条 件 ， | ` 
(3) f(z) 在 点 ru 可 导 是 A(z) 在 点 хо 可 微 的 条 件 . 
2. 8 /(х)55(:41)(х 42) (х 4н) (а222), 7 (0) = 
3. 选择 下 述 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 : | 
设 F(z) 在 zx=a 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 则 /(z) 在 x =a 处 可 导 的 一 个 充分 条 件 是 
( ). 
(A) а^] /(а+-1_) - уба) | 存在. 
(В) lim Га 20) Казда. 
. f(a+h)- fla һ) 
(C) lim — t. 
(D) lim Га) Ка д. 
h—0 1 
4. 设 有 一 根 细 棒 , 取 棒 的 一 端 作为 原点 , 棒 上 任意 点 的 坐标 为 zx, 于 是 分 布 在 区 间 [0,z] 


上 细 棒 的 质量 m 与 x 存在 函数 关系 тэ ma(z). 应 怎样 确定 细 棒 在 点 хо 处 的 线 密度 (对 于 
均匀 细 棒 来 说 ,单位 长 度 细 棒 的 质 重 叫做 这 细 棒 的 线 密 度 )? 


5. 根据 导数 的 定义 , 求 /(z) = 二 的 导数 ， 
6. 求 下 列 函 数 /(z) 的 f (0) 及 / (0), ORFE: 


os апл, х<0, 
“ы КҮРЕ 
даа 290, 
(2) бх) = 41+ет 
0, х= 0. 
7. 讨论 函数 


E x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 
„255 


8. 求 下 列 函数 的 导数 : 


(1) у = arcsin(sin +); (2) у= arctan авч 
(3) y=in tan + — COS хп tan 2: (4) y= In(e’ + Zl+e); 


(5) у= 21(22>0). 
9. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 


(1) y= сов хэй x; (2) y= 


`10. R FIKR n 阶 导数 : 
(1) y=V1+.; (2) y= =. 


11. ER у= y(z) 由 方程 e + ay =e 所 确定 , 求 y(0)， 
2. 求 下 列 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 一 阶 导数 料及 二 阶 导数 六， 


д = асов 0, ГЕЛЕУ 
(1) (2) 
у= asin 0; у = агс1ап t. 


= 2 2: 
13. 求 曲线 Г "在 1=0 相应 的 点 处 的 切线 方程 及 法 线 方程 
y=e i 


14. BA SCRA 5 的 连续 函数 CE x = 0 的 某 个 邻 域内 满足 关系 式 
f(l+sn 2z)—-3/(1-sin2z)=8<z-+oÚolx), 
H /(z) 在 zx=1 处 可 导 , 求 曲线 y= f(x) 在 点 (6,1(6)) 处 的 切线 方程 . 
15. 当 正 在 高 度 厅 水 平 飞行 的 飞机 开始 向 机 场 跑道 下 降 时 ,如 图 2-16 所 示 从 飞机 到 
机 场 的 水 平地 面 距 离 为 .假设 飞机 下 降 的 路 径 为 三 次 函数 y= ur + be? + ст +4 的 图 形 ， 
其 中 у... = 日,y1,-。=0. 试 确定 飞机 的 降落 路 径 . 


2-16 


16. 甲 船 以 6 km/h 的 速率 向 东 行 驶 , 乙 船 以 8 km/h 的 速率 向 南 行驶 .在 中 午 十 二 点 整 ， 
乙 船 位 于 甲 船 之 北 16 km 处 . 问 下 午 一 点 正 两 船 相 离 的 速率 为 多 少 ? 
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17. ЖЕ ОУ ЕЕ ЕКЕЖ ZT 02 的 近似 值 . 
18, 已 知 单 氛 的 振动 周期 工 =2x J 三 ;其 中 g =980 cmls , HERURIN cm). BE 
摆 长 为 20 ecm, 为 使 周期 工 增 大 0.05 s, 摆 长 约 需 加 长 多 少 ? 
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== ”微分 中 值 定理 与 导数 的 应 用 


上 一 章 里 ,从 分 析 实 际 问题 中 因 变 量 相 对 于 自 变量 的 变化 快慢 出 发 ,引进 了 
导数 概念 ,并 讨论 了 导数 的 计算 方法 .本 章 中 ,我 们 将 应 用 导数 来 研究 孙 数 以 及 
曲线 的 某 些 性 态 ,并 利用 这 些 知 识 解 决 一 些 实际 问题 .为 此 , 先 要 介绍 微分 学 的 
几 个 中 值 定理 ,它们 是 导数 应 用 的 理论 基础 . 


第 一 节 ”微分 中 值 定理 


我 们 先 讲 罗 尔 (Rolle) 定 理 , 然 后 根据 它 推出 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 
和 柯 西 中 值 定理 . 


一 、 罗 尔 定理 


首先 ,我们 观察 图 3-1. 设 曲线 弧 AB 是 函数 y= f(z) (zrE[a,65]) 的 图 形 . 
这 是 一 条 连续 的 曲线 弧 , 除 端点 外 处 处 有 不 垂直 
于 z 轴 的 切线 , 且 两 个 端点 的 纵 坐 标 相 等 , Вр 
f(a)=f(5). 可 以 发 现在 曲线 弧 的 最 高 点 C 处 或 
最 低 点 D 处 ,曲线 有 水 平 的 切线 . 如果 记 C 点 的 
横 坐 标 为 ,那么 就 有 / (6) =0. 现 在 用 分 析 语 言 
把 这 个 几何 现象 描述 出 来 ,就 可 得 下 面 的 罗 尔 定 
理 .为 了 应 用 方便 , 先 介 绍 费 马 (Fermat) 引 理 . 

RBI RAR f(x ) 在 点 r 的 某 邻 域 
U(xz,) 内 有 定义 ,并 且 在 >, 处 可 导 , 如 果 对 任意 的 х Є U(x。,), 有 

Рх) ухо) (或 f(r) 之 f(x,))， 


ЖА f'(x,)=0. 
证 不 妨 设 iE U(r, BF, f(z) 三 f(xo) (WR fr) f xa), PAR iA 
地 证 明 ). 于 是 ,对 于 zu+AzE U(zo), 有 
бх + Ах)<]/(х„), 
从 而 当 Ax >0 时 ， 


f( aa + Ax)-— f( zo) <0; 
Ат 
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当 Az<0 时， 


/О\х, + Ах)- fO) 
Ах 
根据 函数 f(z) 在 хү 可 导 的 条 件 及 极限 的 保 号 性 , 便 得 到 
f(x. + Ах) = Рб) <o 
Ax 
f(xo + Ах)— f(x.) 
Ах 


f(x) = f, (ra) = lim 


Гбх) =f- (x)= lim 
所 以 ,了 (x,)=0. 证 毕 

通常 称 导数 等 于 零 的 点 为 函数 的 驻 点 (或 稳定 点 ,临界 点 ) 

罗 尔 定理 ”如 果 函 数 f(z) 满足 

(1) 在 闭 区 间 [a ,4b] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a ,4) 内 可 导 ， 

(3) 在 区 间 端 点 处 的 函数 值 相等 , 即 /(а)= f(b)， 
那么 在 (< ,5b) 内 至 少 有 一 点 (а<2<6), E /(6)-0. 

证 由 于 f(x) 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 ， 人 
小 值 定理 ,f(xz) 在 闭 区 间 [a， шини 它 的 最 大 值 M 和 最 小 值 六 .这 样 ， 
只 有 两 种 可 能 情形 : 

(1)M=m. 这 时 f(z) 在 区 间 [a,6b5] 上 必然 取 相 同 的 数值 M: f(x)=M 
由 此 ,YrxE(a,b), 有 f(x)=0. 因 此 , 任 取 EE€El(a,6b), 有 了 (8&)=0. 

(2) M>m. 因 为 f(a)=f(5), 所 以 M fan 这 两 个 数 中 至 少 有 一 个 不 等 
于 了 f(z) 在 区 间 [a,b] 的 端点 处 的 函数 值 .为 确定 起 见 ,不 妨 设 MZ f(a) (Ж 
设 了 闫 f(a), 证 法 完全 类 似 ), 那 么 必定 在 开 区 间 (a,b) 内 有 一 点 使 FLE) = M 
ЕЖ, У хЄ[а,0], я f(x) 三 f(&), 从 而 由 费 蕊 引 理 可 知 (2) =0. 定 理 证 
H, 


之 0. 


二 、 拉 格 朗 日 中 值 定 理 


罗 尔 定理 中 f(a)= f(b) 这 个 条 件 是 相当 特殊 的 , 它 使 罗 尔 定理 的 应 用 受 

到 限制 .如 果 把 f(a)= /(2) 这 个 条 件 取消 ,但 仍 保留 其 余 两 个 条 件 ,并 相应 的 
改变 结论 ,那么 就 得 到 微分 学 中 十 分 重要 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 

拉 格 朗 日 中 值 定 理 如果 函数 f(x ) 满 足 

(1) #86 8 a, bo] Е; 

(2) 在 开 区 间 (a ,4b) 内 可 导 ， 
那么 在 (a ,4b) 内 至 少 有 一 点 € (a < &<0), 使 等 式 
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f(b)-f(a)=f'(6)(b-—a) (1) 
成 立 . 
在 证 明之 前 , 先 看 一 下 定理 的 几何 意义 .如 y 
果 把 (1) 式 改写 成 


M B 
РЬ) – fla) _ | 
Fue у), 

b ç | 
нз -2 атат, AOAO жк AB юм! | | 
жоса сав Дд 0 5 ўз 
此 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 :如 果 连 续 Ee 


曲线 y= F(z) 的 弧 AB 上 除 端点 外 处 处 具有 不 
垂直 于 zx 轴 的 切线 ,那么 这 弧 上 至 少 有 一 点 C ,使 曲线 在 C 点 处 的 切线 平行 于 
sZ АВ. 

从 图 3-1 看 出 ,在 罗 尔 定理 中 ,由 于 f(a)= f(b), 3% АВ 是 平行 于 x ММ 
的 ,因此 点 C 处 的 切线 实际 上 也 平行 于 弦 AB .由 此 可 见 , 罗 尔 定理 是 拉 格 斋月 
中 值 定理 的 特殊 情形 . 

从 上 述 拉 格 朗 日 中 值 定理 与 罗 尔 定理 的 关系 ,自然 想到 利用 罗 尔 定理 来 证 
明 拉 格 朗 日 中 值 定理 .但 在 拉 格 朗 日 中 值 定 理 中 ,函数 f(x) 不 一 定 具 备 f(a)= 
了 (6b) 这 个 条 件 , 为 此 我 们 设想 构造 一 个 与 F(z) 有 密切 联系 的 函数 ф(х) (ЖЖ 
辅助 函数 ), 使 p(x) 满 足 条 件 g(a)= gpg(65). 然 后 对 p(z) 应 用 罗 尔 定理 ,再 把 
对 2(z) 所 得 的 结论 转化 到 f(x) 上 ,证 得 所 要 的 结果 .我 们 从 拉 格 朗 日 中 值 定理 
的 几何 解释 中 来 寻找 辅助 函数 ,从 图 3 一 2 中 看 到 ,有 向 线段 NM 的 值 是 x 的 函 
A PERRA p(x), 它 与 (а) ЖИНА, Еш т-а 及 z=6b 时 ,点 M 
与 点 NN 重合 , 即 有 ф(а) = gp(b)=0. 为 求 得 函数 p(xz) 的 表达 式 , 设 直线 АВ 的 
方程 为 y= L(x), 则 


L(x)= f(a)+ 
оК лк, ыы 
ебх) = fz) (к) = fa) - fla) -ERLA -a). 

下 面 就 利用 这 个 辅助 函数 来 证 明 拉 阁 朗 日 中 值 定理 . 
定理 的 证 明 引进 辅助 函数 
е 


容易 验证 函数 ф(х) в Ӯ 尔 定理 的 条 件 :pg(a)= ф(6) = 0; р(х) B| É Ë 
[a b] Еб, ЖА (а, b) AT, B 
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з Lala- 27), 


Р) Ја) а). 
а 


ө(3)-/(х)-203-48), 
根据 罗 尔 定理 ,可 知 在 (a,b) 内 至 少 有 一 点 ,使 P (Е) =0, 
_ f(b)- fla)_ 
Джет сс smp, 


由 此 得 J TS Pray, 
下 f(b)- Ка) = f'(8)(b-a). 
EELS 


显然 ,公式 (1) 对 于 b<a 也 成 立 . (1) 式 叫做 拉 格 朗 日 中 值 公式 ， 

设 z 为 区 间 [a,5] 内 一 点 ,x + Ax 为 这 区 间 内 的 另 一 点 (Az >0 或 
Axrt<0), 则 公式 (1) 在 区 间 [x,x + Аг] (2 Ar>0 时 ) 或 在 区 间 [ x + Ax,x] 
( 当 Ax <0 时 ) 上 就 成 为 

Кх +Ах) ~ f(r)=f (r+0Ar):Ar (0<0<1). (2) 
这 里 数值 9 在 0 与 1 之 间 , 所 以 z + 0Az 是 在 xz 与 rr+Az ZË]. 
如 果 记 了 (zx) 为 y, 则 (2) 式 又 可 写成 
Ay=f (r+0Ax)'Ar (0<0<1). (3) 
我 们 知道 ,函数 的 微分 dy = f (r) Ar 是 函数 的 增 量 Ay 的 近似 表达 式 ,一 般 说 
来 ,以 dy 近似 代替 Ay 时 所 产生 的 误差 只 有 当 Az 一 0 时 才 趋 于 零 ;而 (3) 式 却 
给 出 了 自 变量 取得 有 限 增 量 Ar (1Azxr| 不 一 定 很 小 ) 时 ,函数 增 量 Ay 的 准确 表 
达 式 .因此 ,这 个 定理 也 叫做 有 限 增 量 定理 ,(3) 式 称 为 有 限 增 量 公式 . 拉 格 朗 日 
中 值 定理 在 微分 学 中 占有 重要 地 位 ,有 时 也 称 这 定理 为 微分 中 值 定理 .在 某 些 问 
题 中 当 自 变量 x. 取 得 有 限 增 量 Ar 而 需要 哨 数 增 量 的 准确 表达 式 时 , 拉 格 朗 日 
中 值 定 理 就 显 出 它 的 价值 . 

作为 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 来 导出 以 后 讲 积分 学 时 很 有 用 的 
一 个 定理 .我 们 知道 ,如 果 函 数 f(x) 在 某 一 区 间 上 是 一 个 常数 ,那么 f(z ) 在 该 
区 间 上 的 导数 恒 为 零 . 它 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,这 就 是 : 

定理 ”如果 函数 f(x ) 在 区 间 I 上 的 导数 恒 为 零 ,那么 f(x) 在 区 间 I 上 是 
一 个 常数 . 

证 在 区 间 I 上任 取 两 点 zx, lr 之 x;), 应 用 (1) 式 就 得 

f(x,) -flx =f (E(x ху) (z, << х). 
由 假定 ,fF (&)=0, 所 以 f(z;) 一 f(x,)=0, 即 
Рх) = f(x). 
因为 х.х, Ж I ЕЛЕЖ ТУХ АЈ ЗЕН: О) I СОРА ë E 
相等 的 ,这 就 是 说 ,f(z ) 在 区 间 I Е. 
I 3131. 


” ”从 上 述 论证 中 可 以 看 出 ,虽然 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 的 6 的 准确 数值 不 知 
道 , 但 在 这 里 并 不 妨碍 它 的 应 用 . 
例 1 证 明 当 x>0 时， 


+ 
rr r Sl(1+4 )< х. 


证 设 /(x)=In(1+x), 显 然 f(z) 在 区 间 [0,xz] 上 满足 拉 格 朗 日 中 信和 定 
理 的 条 件 ,根据 定理 ,应 有 
Рх) - 00) = (2) (1 -0),0<2< г. 
由 于 700) =0, 0) = BEEREN 


т 


(1+ x)= т 3 
хл 2 
lz le 
即 
т Si(1++)<x (220). 
三 、 柯 西 中 值 定 理 


上 面 已 经 指出 ,如 果 连 续 曲线 弧 AB 上 除 端 点 外 处 处 具有 不 垂直 于 横 轴 的 切 


线 ,那么 这 段 弧 上 至 少 有 一 点 C ,使 曲线 在 点 C 处 的 切线 平行 于 弦 AB. W AB h 
参数 方程 | 
Х=Е(х), 
Y= f(x) | 
表示 (图 3- 3), 其 中 x 为 参数 .那么 曲线 上 点 
(X,Y) 处 的 切线 的 斜率 为 


(ач) Y 


ДҮ _ f (z) f(a) 
dX F(x)’ 
Ж АВ 的 斜率 为 - O Fu) КК) Ро) x 
f(b)- fla) нз. 
F(b)- Fla) 
假定 点 C 对 应 于 参数 x+ = &, 那 么 曲线 上 点 C 处 的 切线 平行 于 弦 4B ,可 表示 为 
/(b)- fla) _ f (ë) 
Е(5)-ЕСа) FŒ) 
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与 这 一 事实 相应 的 是 
柯 西 中 值 定理 WRAK f(x) 及 F(z) 满足 
(1) 在 闭 区 间 [a ,6] 上 连续 ; 
(2) ERRE (2,0) АГ; 
(3) 对 任 一 >€ (a ,b),F'(z)2#0, 
那么 在 (a ,2 ) 内 至 少 有 一 点 E, к 


995065 = БО 


成 立 . 
证 首先 注意 到 Е(5)- 下 (we) 尖 0. 这 是 由 于 
Е(5)-Е(а)-Е(14)(6-а»), 
Яфа<усь, RES F'(0)Z0,X б-аэ 0,881 
F(b)- Е(а)=0. 
Ж {44 DB H PEERAA, RUDARA %Ю NM 的 值 的 函数 
olz) ( 见 图 3 一 3) 作 为 辅助 函数 .这 里 ,点 M 的 纵 坐 标 为 Y= f(x), 点 NN 的 纵 
坐标 为 


Y= а) + ELIF) F(a)]， 


pe aap asus 
容易 验证 ,这 个 辅助 函数 p (x) 适合 罗 尔 定理 的 条 件 :p(a)= ф(Ь)=0; 
p(z) 在 闭 区 间 [u ,0] 上 连续 ,在 开 区 间 (w ,0) 内 可 导 且 


p (x)=f (x)- FO Ка. F(x). 
根据 罗 尔 定理 ,可 知 在 (a,6b) 内 必定 有 一 点 ,使 得 pg'(&)=0, 即 


sre J(b)- fla) Go asya 
f (8) F(t) Fla) Е (&) =0, 
由 此 得 f(b)- fla) _ f (ë) 


F(b)-F(a) ЕС) 
定理 证 毕 . | 
很 明显 ,如 果 取 F(z)= х, А Е(С5)-Е(а)-0-а,Е(2:)-1,Д 2 
式 (4) 就 可 以 写成 : 
f(b)- а) = f (6)(6-а) (ач ёс), 
这 样 就 变 成 拉 格 朗 日 中 值 公式 了 . 
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1. 验证 罗 尔 定理 对 函数 y= In ып х 在 区 间 | 25 | 上 的 正确 性 . 


2. 验证 拉 格 朗 日 中 值 定理 对 函数 y=4x” -5$zz+z=-2 在 区 间 [0,1] 上 的 正确 性 ， 
3. 对 函数 /(х) = зіп r ЖЕ(х) х + соѕ + f Ë B] [0,5 | езет Е 


确 性 . 
4. 试 证 明 对 函数 у= pr’ + gr + r 应 用 拉 格 郎 日 中 值 定理 时 所 求 得 的 点 总 是 位 于 区 
间 的 正中 间 . 
5. 不 用 求 出 函数 f(z)=(z-1)(r-2)(rz-3)(z-4) 的 导数 ,说 明 方程 / (zx)=0 有 
几 个 实 根 ,并 指出 它们 所 在 的 区 间 . 


6. 证 明 恒 等 式 :arcsin z + arccos r= (- I< <x<1). 


7. Ж) аал" tajat! teeta r= 08-Л1ЕН r= лхо, EAHA апд"! + 
а|((п-1)427 2454 Ка, 0 Н КАДА ха WER. 
8. 若 函 数 /(x) 在 (a ,6b) 内 具有 二 阶 导数 ,上 且 f(z,)= /(х,) = /(х,), ДН a < xz, < x, 
<r; <b ER: Ellr ,zx) 内 至 少 有 一 点 6, 使 得 (е) = 0. 
9. 设 a>4>0,n>1, 证 明 : 
nb" (a-b)<a -b< па" (а Б). 
10. Ж a>b>0, WE: 


11. 证 明 下 列 不 等 式 ， 
(1) |arctan а —arctan ó|< |a - bl; 
(2) 4 х>1,е >e: x. 
12. 证 明 方 程 z: + x 一 1=0 只 有 一 个 正 根 . 
“13. BR /f(z).g(x) 在 [a,b5] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 导 , 证 明 在 (a,b) 内 有 一 点 ,使 
fla) РО) fla) f (8) 
-(ф-а) , 
gla) 809) gla) & (ёё) 
14. 证 明 ; 若 函数 /(х){Е(— co,+eo) 内 满足 关系 式 FF(z)=.A(z), 且 .0O) = 【1, 则 
Гах) e. 
"15. ЖЖ у= f(z)fE х = 0 的 某 令 域内 具有 n ИЭЖ,Н /(0)= (0) = --- 
= "0(0)=0, 试 用 柯 西 中 值 定理 证 明 : 


{> ю - 
т п. 


85-20 ” 洛 必 达 法 则 


如 果 当 r>a (或 zx 一 co ) 时 ,两 个 函数 f(x) 与 F(z) 都 趋 于 零 或 都 趋 于 无 
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穷 大 ,那么 极限 lim зэл 也 可 能 不 存在 .通常 把 这 种 极限 叫做 未 定 


{x ey 


式 ,并 分 别 简 记 为 了 或 习 .在 第 一 章 第 六 节 中 讨论 过 的 极限 lim SP Z E k E st 


0 的 一 个 例子. 对 于 这 类 极限 ,即使 它 存在 也 不 能 用 “ 商 的 极限 等 于 极限 的 商 "这 
一 法 则 .下 面 我 们 将 根据 柯 西 中 值 定理 来 推出 求 这 类 极限 的 一 种 简便 且 重要 的 
方法 ， 

我 们 着 重 讨论 r>a 时 的 未 定式 的 情形 ,关于 这 情形 有 以 下 定理 ; 

定理 1 设 


(1) 当 x 一 a 时 ,函数 f(z) 及 F(z) 都 趋 于 零 ; 
(2) 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 , 广 (z) 及 天 (z) 都 存在 且 严 - ( 工 ) 天 0; 


(3) lim ОЕ 存在 (或 为 无 穷 大 )， 


ын im (2) im PE 


这 就 是 说 ， 当 lim E 存在 时 ， lim ш fF z B S + lim 友人 ; 当 


im 友人 为 无 穷 大 时 ,lim 有 尼 y 也 是 无 穷 大 .这 种 在 一 定 条 件 下 通过 分 子 分 母 
分 别 求 导 再 求 极限 来 确定 未 定式 的 值 的 方法 称 为 洛 必 达 (L'HospitaD) 法 则 . 
证 MAREE S га 时 的 极限 与 F(a) 及 F(a) 无 关 , 所 以 可 以 假定 


Ха) = F(a)=0, 于 是 由 条 件 (1):(2) 知 道 ,f(z) 及 F(z) 在 点 a 的 某 一 邻 域内 
是 连续 的 . 设 x 是 这 邻 域内 的 一 点 ,那么 在 以 x 及 a 为 端点 的 区 间 上 , 柯 西 中 值 
定理 的 条 件 均 满足 ,因此 有 

O EDAD EO арз). 
А z 一 a, 并 对 上 式 两 端 求 极限 ,注意 到 z 一 a Нена, FAR RG) 
明 的 结论 . 


mpl Feyu ха МОЗ, НЭГ f (z), F(x) 能 满足 定理 中 


F(z),F(z) 所 要 满足 的 条 件 ,那么 ni n ныкы! si 


从 而 确定 lim EE) , Вр 
f(x) 


lim 
аяг qt 


3 
Ы 
lI 
15 
: 
18 
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且 可 以 以 次 类 推 . 
例 1 求 lim zin гаа (5550). 


É lim sin az _ ип 2605 az A 
s = sin bx очу bcos or” b` 
Зх +2 
#12 ЭРЭЭН 
Е -3z +2 : 3z`—3 
im rt? -lim 3z -3 
解 | lm 1 
= lim 一 一 一 бє 3 
ipa T 


必 达 法 则 ,否则 要 


导致 错误 结果 . НЕ 当 经 常 注意 这 一 点 ,如 果 不 是 未 定式 ， 
就 不 能 应 用 洛 必 达 法 则 ， 


хіп + 
例 3 Ж іт с Я 


我 们 指出 ,对 于 z— оН ОАА r>a 或 :r 一 时 的 未 定式 


= 一 ,也 有 相应 的 洛 必 达 法 则 .例如 ,对 于 x 一 oo 时 的 未 定式 上 了 有 以 下 定理 . 


定理 2 设 
(1) 当 xz 一 oo 时 ,函数 F(z) 及 下 (z) 都 趋 于 零 ; 
(2) 33|>| >N 时 f (x) 与 F(z) 都 存在 , 且 Е'(х)5©0; 


(3) imf D FERAE), 
那么 lim FE = lim БЕ. 


reo 2 20 


х 
一 arctan + 


т 
X 一 arctan т = ЗЕМЕ 
.2 Ç : l+ x° д? 
8 lim, 1 = lim, Гүү т! 
х т? 
例 5 Ж lim (п >0) 


51 6 Ж lim E. (n 为 正 整数 ,>0). 
ВЕ ”相继 应 用 洛 必 达 法 则 n 次 ,得 


" a-l н-2 
гр 
lim — = lim == lim 一 一 一 一 一 二 
ле кое to Де г + 1 

СУЛ пі 
= lim —— = 
— + ос 


事实 上 ,如 果 例 6 中 的 л 不 是 正 整数 而 是 任何 正 数 ,那么 极限 仍 为 零 . 

对 数 函 数 In r RERE "(n >>0) .指数 函数 e (4>>0) 均 为 当 x 一 + co 时 的 
无 穷 大 ,但 从 例 5 . 例 6 可 以 看 出 ,这 三 个 函数 增 大 的 “速度 "是 很 不 一 样 的 , 寡 函 
数 增 大 的 “速度 " 比 对 数 函 数 快 得 多 ,而 指数 函数 增 大 的 “速度 "又 比赛 函数 快 
得 多 . 

下 表 列 出 了 x = 10,100,1000 时 ,函数 ln х,у, x° K e" 相应 的 函数 值 .从 
中 可 以 看 出 当 > 增 大 时 这 几 个 函数 增 大 “速度 "快慢 的 情况 。 


е" 2.20 x 10" 2.69 x 10" 1.97 х 108“ 


ДИБ — 0. co „оо - оо ,0" ,1” оо? ҖЕ ЗС, тран 0 52258 


未 定式 来 计算 ,下面 用 例子 说 明 . 
例 7 Ж lim ха z (n>0). 


Ёлын 


Ж ”这 是 未 定式 0 co .因为 


当 x 一 0' 时 ,上 式 右 端 是 未 定式 云 , 应 用 洛 必 达 法 则 ,得 


23 
T 


lim .六 ln x = ш = lim 


In 5 = 
maka Хорон lim (Z5) =0. 
re0 0 T z0 MT РЕС п 
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8|8 求 lim(sec x- tan х). 
解 这 是 未 定式 co - co .因为 
l-sin + 
cos х ” 


当 * 一 于 时 ,上 式 右 端 是 未 定式 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,得 


sec + —tan т = 


А . l-snz_, —cos zx 
lim (sec z ~ tan х) = іт =1 - =0. 
_ 3 COS T „л ӘП x 
r 118) ry 

59 ж lim z”. 


解 这 是 未 定式 0". 设 y= zx" , 取 对 数 得 
| In y==xln z, 
当 z—0' 时 ,上 式 有 端 是 未 定式 0 co ,应 用 例 7 的 结果 ,得 


lim ln y= lim (zin х) =0. 


10 * 0. 


因为 y=e"*, 而 lim y= lim e” =e" (4 r—0*), 
所 以 | ша шае ед 


洛 必 达 法 则 是 求 未 定式 的 一 一 种 有 效 方法 ， 但 最 好 能 与 其 他 求 极 限 的 方法 结 
合 使 用 .例如 能 化 简 时 应 尽 可 能 先 化 简 , 可 以 应 用 等 价 无 穷 小 替代 或 重要 极限 
时 ,应 尽 可 能 应 用 ,这 样 可 以 使 运算 简捷 . 


例 10 求 lim = 


解 IR Si 达 法 则 ,那么 分 母 的 导数 (尤其 是 高 阶 导数 ) 较 繁 .如 果 
作 一 个 等 价 无 穷 小 替代 ,那么 运算 就 方便 得 多 ,其 运算 如 下 : 


р tan =< — > _ zili tantr- rt, T _ R tan + х 
- ж 3 ЕЕ <: 
0 х SN X +-*0 = sin £ -0 т? 


=li зес`х—1 y 2sec*z tanz _ 1 li tanr_ 1 
T gr AA бх 72 шу а 
最 后 ,我 们 指出 ,本 节 定 理 给 出 的 是 求 未 定式 的 一 种 方法 . 当 定 理 条 件 满足 
时 ,所 求 的 极限 当然 存在 (或 为 co ) ,但 当 定理 条 件 不 满足 时 ,所 求 极 限 却 不 一 定 


不 存在 ,这 就 是 说 , 当 Him 友 全) 不 存在 时 (等 于 无 穷 大 的 情况 除外 ) ,lim FD 
可 能 存在 ( 见 本 节 习 题 第 2 ШШ). 
2) 题 3-2 


1. 用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 ， 
”4138 · 


(1) lim тоха), 


(2) lim Š 


1-0 Sin х Р 


(3) lim sin zr — sin а, (4) lim sin 38 
х-а x tan Sx 

(5) lim Sr (6) lim 22 (430); 
хя 2r ) rea T са 


(7) li Їп tan Ta, 


(8) lim tan т : 


гы or ln tan 227 stan 387 
1 
In( 1 + — 
(9) lim п) (10) lim 180302), 
ко агссої х х —cos + 


(11) lim хсо 2<x; 


(12) [тт е u2 


ж— 1 


G3) tim (wa) 00 в(155) 


(15) lim =°”; 


60 


(16) tim (4-) 4 


2: Ств 


3. 验证 极限 lim - 
"4. 讨论 函数 


ЖОЕ, 但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 . 


ez, х50 
在 点 x=0 处 的 连续 性 . 


第 三 和 泰勒 公式 


对 于 一 些 较 复杂 的 函数 ,为 了 便于 研究 ,往往 希望 用 一 些 简单 的 函数 来 近似 
表达 .由 于 用 多 项 式 表示 的 函数 ,只 要 对 自 变 量 进行 有 限 次 加 ЗЕ Я Кад 
算 , 便 能 求 出 它 的 函数 值 来 ,因此 我 们 经 常用 多 项 式 来 近似 表达 函数 ， 

在 微分 的 应 用 中 已 经 知道 , 当 |x| 很 小 时 ,有 如 下 的 近似 等 式 : 

е1 + х, Іп(1+ х)2 2. 
这 些 都 是 用 一 次 多 项 式 来 近似 表达 函数 的 例子 .显然 ,在 >z=0 处 这 些 一 次 多 项 
式 及 其 一 阶 导数 的 值 ,分 别 等 于 被 近似 表达 的 函数 及 其 导数 的 相应 值 . 

但 是 这 种 近似 表达 式 还 存在 着 不 足 之 处 :首先 是 精确 度 不 高 , 它 所 产生 的 误 
差 仅 是 关于 х 的 高 阶 无 穷 小 ;其 次 是 用 它 来 作 近 似 计算 时 ,不 能 具体 估算 出 误 
差 大 小 .因此 ,对 于 精确 度 要 求 较 高 且 需 要 估计 误差 的 时 候 , 就 必须 用 高 次 多 项 
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式 来 近似 表达 函数 ,同时 给 出 误差 公式 . 
于 是 提出 如 下 的 问题 : 设 函 数 f(z) 在 含有 zu 的 开 区 间 内 具有 直到 (n + 1) 
阶 导 数 , 试 找 出 一 个 关于 (xz 一 xz,) 的 n 次 多 项 式 
р„(х)=а,+ау(х—х„) +а, (хех) tta,(r— ri)" (1) 
来 近似 表达 F(z) ,要 求 p, (xz) 与 f(z) 之 差 是 比 (z 一 x,)" MRKAR, A 
出 误差 | F(z)- p,(z)| 的 具体 表达 式 . 
下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 .假设 р, (zx) 在 z, 处 的 函数 值 及 它 的 直到 BT 
导数 在 x。 处 的 值 依次 与 Оо) Ско) ,f(xz,) 相 等 , 即 满足 
р. (ха) = f(r0), р, (а) = Р (хь), 
Р^„(х„) = f Оо), o, ри (ха) Л” (хь), 
ух 365850 5 (1) араа, "а, :为 此 ,对 (1) 式 求 各 阶 导 
数 ,然后 分 别 代 入 以 上 等 式 ,得 
ao= f(z), Га = (ха), 
2la,=f'(z=4), '"' п! а„=/”(л„), 
即 得 
aa = f(xo),a, = ва) за (о) а, = 


将 求 得 的 系数 ao ,alias，…,av 代入 (1) 式 ,有 
f шэг 


= ху) зааныг 


р.х) = /(х„) + f (е) (хол) +: 


£" о) — 212 (2) 


анаа КЕЕ л 次 多 项 式 . 

RH (Tayor RAER 如果 函数 f(x ) 在 含有 >+, 的 某 个 开 区 间 (a ,6b) 内 
具有 直到 (n+ 1) 阶 的 导数 , 则 对 任 一 тС (а,Ь), A 
f ын 


(х= x) teet 


х) = f(x) PI Са) Са хо) + —— 


1 (м) 
Í Бйг аг (3) 


其 中 


Anti) ; 
В,-42-М еа)", (4) 


ШИН: 与 x 之 间 的 某 个 值 . 
证 R, (х) = f(x) 一 p,(x). 只 需 证 明 
‚140. 


в, (0) 1000. ш) (ë Жл, Бох Ж[#]). 


B Ki Ж,Е,(х)Ж(а,Ь) R 4 B 3|(n + 1) q 9 $ , E 
К„(х„)= К, (х) = Е„(х„) =з = Ri) (z )=0. 
对 两 个 函数 R, (r) Alr- r) ЖИ z, Z +z 330 ї К ЕЛА dë 
定理 (显然 ,这 两 个 函数 满足 柯 西 中 值 定 理 的 条 件 ) ,得 — 
R(xz) _ЕЁЕ„(х)-Е,„(х,)_ Е,„(&,) 
(х= ло)" (®х-т„)"''-0 (nt+1)(é,— xo)" 
(&, Æ хь ух Й), 
再 对 两 个 函数 К, (х) 5 (п +1) (2-20) ”在 以 rz 及 有 为 端点 的 区 间 上 应 用 柯 
西 中 值 定 理 ,得 


Е,(ё,) Ба R (ë, )—- R'(xo) 
(n +1)(ë, — х)" (л+1)(ё&—х„)"—0 
| R? (ê) 


ante- a)" 
(ë, # ro § ë, Z 8). 
照 此 方法 继续 做 下 去 ,经 过 (mz+1) 次 后 ,得 
R,(r) В" (е) 
(х= хь)" (n+]D 
(EEr 与 之 间 , 因 而 也 在 zx。 与 x 之 间 ). 
注意 到 ЕЧ (а) fP) (8 р" "(x)=0), 则 由 上 式 得 


В) a-a) (EEr 5 z z), 


定理 证 毕 . 

多 项 式 (2) 称 为 函数 Р(х) (х-х,) ЭЕ n 次 泰勒 多 项 式 ,公式 
(3) 称 为 f(z) 按 (x - zxo) 的 寡 展 开 的 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 п 阶 泰勒 公式 ,而 
R, (xz ) 的 表达 式 (4) 称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 . 

当 n = 0 时 ,泰勒 公式 变 成 拉 格 朗 日 中 值 公 式 

Рх) = Рх) + FEN- x) (8 在 zo 与 x 之 间 ). 

因此 ,泰勒 中 值 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 . 

由 泰勒 中 值 定理 可 知 ,以 多 项 式 р, (zx) 近似 表达 函数 f(z) 时 ,其 误差 为 
ІР (xz)|. 如 果 对 于 某 个 固定 的 nn, 当 xEl(a,6) 时 ,1 (x)| 志 MM, 则 有 估计 
式 


па) 
ІК, (x)| = se туа лаа (5) 
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K lim 


由 此 可 见 , 当 z 一 zw 时 误差 |R, (zx)| 是 比 (z -xz。)" 高 阶 的 无 穷 小 , 即 
R (x)=o[(x ~- zx,)"]. (6) 
这 样 ,我 们 提出 的 问题 圆满 地 得 到 解决 . 
在 不 需要 余 项 的 精确 表达 式 时 ,n 阶 泰勒 公式 也 可 写成 


n) 
К) б) Сев, 


х= x )'+o[(=z-=)"]. 
(7) 
R,(z) 的 表达 式 (6) 称 为 假 亚 诺 (Peano) 型 余 项 ,公式 (7) 称 为 F(z) 按 (z- 
zo) 的 寡 展 开 的 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 л БЕД О. 
在 泰勒 公式 (3) 中 ,如果 取 x。=0, 则 在 0 与 xz 之 间 . 因 此 可 以 令 &= 色 
(0<9<1), 从 而 泰勒 公式 变 成 较 简 单 的 形式 , 即 所 谓 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 麦 
克 劳 林 (Maclaurin) 公 式 


f(z)= f(0) + f° Or +20), Е PO e 
frt) (0<0<1). (8) 
在 泰勒 公式 (7) 中 ,如果 取 z, = 0, 则 有 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 麦克 劳 林 公式 
flx) = f0) + f Ort 00 огу), (9) 
由 (8) 或 (9) 可 得 近似 公式 
FO) kyu 0. 


2 +. 


f(z)==f(0)+ f (0)z + Lyn Lar", 
误差 估计 式 (5) 相 应 的 变 成 


(RC na (10) 
1 写 出 函数 F(z)=er 的 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 n 阶 麦克 劳 林 公式 . 
解 ” 因 为 
| а ЕЕРЕЕ, 
所 以 f(0)= 广 (0) = /(0) =…= f” (0)=1. 
把 这 些 值 代入 公式 (8) ,并 注意 到 0 (0) =е 49 


@ 这 里 公式 (7) 是 AP (с) ТЕРС Са ,6) 内 有 界 的 条 件 下 推 得 的 .事实 上 公式 (7) 只 要 在 f(x) 在 
含有 хо 的 开 区 间 (a,5) 内 具有 直到 阶 的 导数 , 且 /2(z) 在 (5) 内 连续 "的 条 件 下 就 成 立 . 
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ы ж ра"! (0<0<1). 
由 这 个 公式 可 知 , 若 把 e 用 它 的 ”次 泰勒 多 项 式 表 达 为 


" 


захын аты e 
2! п! 
这 时 所 产生 的 误差 为 
в, тура тур1" 00610). 
如 果 取 +=1 M e e 的 近似 式 为 
essl+1+ərft" 22-17 
ма е 3 


Зи 10 ,8| 2 н ел2.718 282 ,其 误差 不 超过 10 °. 
#J2 K /(x)= sin + 的 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 ” 阶 麦克 劳 林 公式 . 
Ш 因为 : 
/'(х)=созх, f (x)= -sinz, f (т)= – соѕ х, 
Р(х) = віп zr, е, С) а(х + F), 
所 以 
500) =0, f (0)=1, (0) =0, (0) = —-1,/°(0)=0 
等 等 .它们 顺序 循环 地 取 四 个 数 0,1,0, -1, 于 是 按 公 式 (8) 得 ( 令 л = 22) 
sin zsa- itet O D + Rans 
其 中 
sin| бт + (2m + l)> 
R,, (х) = рур ї (0<0<1). 
如 果 取 т = 1, 则 得 近似 公式 
sin TT, 
ѕіп( Өг + >) 


3! 


如 果 m 分 别 取 2 和 3, 则 可 得 sin xz 的 3 次 和 5 次 泰勒 多 项 式 


IR,| = (0<80<1).: 


5 1 3 : = 1 3 1 5 
sin =< 311 和 sin т^=хт 312 Ест , 
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其 误差 的 绝对 值 依次 不 超过 二 1z1* 和 广 1z1 .以 上 三 个 泰勒 多 项 式 及 正弦 本 
数 的 图 形 都 画 在 图 3- 4 中 ,以 便于 比较 . 


y 


类 似 地 ,还 可 以 得 到 | 
cos >= 1 ~ эт! ара Еру" жу" + Rai( zx), 
其 中 Ronei (1) = шилэн m+ (0<0<1); 


1 „-1 1 


ЕЕ 48:14:45 


> зх FT +К,„(х), 


ntl 


Се)" 
АР В.О = туе gT) (0<0<1); 
Gta) 1жас tT D a. sta аслу) 


п! 


x" + К„(х), 
其 中 R, (2) -ee ага аира or) "(0<0<1). 
由 以 上 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 麦克 劳 林 公式 , 易 得 相应 的 带 有 佩 亚 诺 型 余 
项 的 麦克 劳 林 公 式 ,读者 可 自行 写 出 . 
例 3 利用 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 麦克 劳 林 公式 ， 求 极限 lim ën 2009 工 ， 


sin 2 
解 由 于 分 式 的 分 母 sin z — z) (z—0), {ПНЕ y T h B sin z 和 
= cos ланы L Sua ИА ел „Вр 


sin х= т — T ole ), 


31 
zcos z= r-r + о(27). 
于 是 
3 
sin z — z=cos T syag olu ) 一 +0002) ) 


I 


араг + о(х?), 
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对 上 式 作 运 算 时 ,把 两 个 比 x* 高 阶 的 无 穷 小 的 代数 和 仍 记 作 o(x’), 故 


+ o( >°) 


.Sinz 一 zcos _,. 3 _ 1 
lim - = lim —— ==... 
251) Sin 2 TT—() 2 3 

2 4 3-3 


‚ (4) ВЕРЕ /(х) 27-51 6825-3144. 

. 应 用 麦克 劳 林 公 式 , 按 х ЕЖЕ Ск) = (а За + DD. 

. 求 函数 /(z) С - 4) 的 等 展开 的 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 3 阶 泰勒 公式 ， 

. 求 函 数 /(x) In x 按 (xz-2) 的 符 展 开 的 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 阶 泰 勒 公式 ， 

5. RER /(z) = 二 按 (z + 1 的 宕 展开 的 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 阶 泰勒 公式 ， 

6. Ж к) = tan z 的 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 3 Ж ЕЭК. 

7. 求 函 数 /(z) = хє 的 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 a 阶 麦克 劳 林 公式 ， 

в. 验证 当 0< 入 于 时 , 按 公式 el1+ +2 + НИ ег 的 近似 值 时 ,所 产生 的 误差 


> 


小 于 0.01 ,并 求 Ve 的 近似 值 ,使 误差 小 于 0.01. 
9. 应 用 3 阶 泰 勒 公 式 求 下 列 各 数 的 近似 值 , 并 估计 误差 : 


(1) 430, (2) sin I8°. 
` 10. 利用 泰勒 公式 求 下 列 极限 : 
2 
(1) lim б, z’ + 32° 一 V *—2х*) (2) lim — S í — ú ; 
х-8 9 7r [x +|n(1-— <x)] 
I+ Je -М 1 + r? 


(3) lim 


Кейын Бикен, ауани аа 023 
Ó (cos жде" )sin <? 


第 四 节 函数 的 单调 性 与 曲线 的 止 凸 性 


一 、 范 数 单调 性 的 判定 法 


第 一 章 第 一 节 中 已 经 介绍 了 函数 在 区 间 上 单调 的 概念 .下 面 利 用 导数 来 对 
函数 的 单调 性 进行 研究 . 

Ж у= f(xz) 在 [a,5] 上 单调 增加 (单调 减少 ) ,那么 它 的 图 形 是 一 条 
Їйл 轴 正 向 上 升 (下 降 ) 的 曲线 .这 时 ,如 图 3 一 5, 曲 线 上 各 点 处 的 切线 斜率 是 非 
负 的 (是 非 正 的 ), 即 y = f(x) 之 0 (у = 三 (z) 委 0). 由 此 可 见 , 函 数 的 单调 性 
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与 导数 的 符号 有 着 密切 的 联系 ， 


l 
1 
| 
| | 
| | 
i | 
| | 
1 
b a 
(a) 函数 图 形 上 升 时 切线 斜率 非 负 (b) AREE Е НИЛ ЛЕ 
3-5 
反 过 来 ,能 否 用 导数 的 符号 来 判定 函数 的 单调 性 呢 ? 
下 面 我 们 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 来 进行 讨论 . 
HAR f(x ) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 在 [a ,5b5] 上 任 取 两 点 rir 
(z, 之 zx;), 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 到 | 
Ра) = ал) = РС) (а ax) (z <8<,). (0) 
由 于 在 (1) 式 中 ,x -xz >0, 因 此 ,如 果 在 (wa ,6) 内 导数 广 (z) 保 持 正 号 , 即 
(xz)>0, 那 么 也 有 ((6) »0.1Ё 
Рб) flr =f E)r- 7)>0, 
即 Рх.) < РС), 
表明 函数 y= f(z) 在 [a,b] 上 单调 增加 . 同 理 ,如 果 在 (a,b) 内 导数 (x) 保持 
负 号 , 即 (x)<0, 那 么 了 (8&)<0, 于 是 f(x) 一 f(x1)<0, 即 f(x,)>f(z;)， 
ЗВ Р у= 了 f(x) 在 [a,65] 上 单调 减少 . 
归纳 以 上 讨论 , 即 得 
定理 1 设 函 数 y= f(x) 在 [u,b] 上 连续 ,在 (a ,5) 内 可 导 . 
(1) 如 果 在 (a ,0) 内 f(x)>0, 那 么 函数 y= f(x) 在 [a ,5] 上 单调 增加 ; 
(2) 如 果 在 (a,6b) 内 广 (z)<0, 那 么 函数 y= f(z ) 在 [a,b]. 上 单调 减少 . 
如 果 把 这 个 判定 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 区 间 ) ,那么 结 
论 也 成 立 . 
例 1 ЯЕ у= а -sin х [0,27] ЕНЕ. 
МЯ ”因为 在 (0,2zr) 内 
y =1-cos +>0, 
所 以 由 定理 | HP HI, Ж у= + -sinr 在 [0,2x] 上 单调 增加 . 
例 2 讨论 函数 у-с-х-1 的 单调 性 . 
Ж y =e 一 |. 
Ш у= е -х-1 的 定义 域 为 (一 ,+ 0%). 因为 在 (- оо, 0) у <0, Ет 
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以 函数 у=е- х – 1 (– ,0] 上 单调 减少 ;因为 在 (0, + co) 内 y >0, 所 以 函 
Ж y=e -r-l ELO, +) ЕМЧ ЛД. 
例 3 讨论 函数 y= Z z WAIE. 
解 这 函数 的 定义 域 为 ( - оо, + оо), 
当 +=0 时 ,这 函数 的 导数 为 
: 2 
y ЕР 
当 z=0 时 ,函数 的 导数 不 存在 .在 (- оо,0) Ч, y 0,1 у= т 在 
( - co ,0] 上 单调 减少 .在 (0, + оо), у >0, 因 此 函数 y= Z 2 ELO, + co) 上 单 
调 增加 . 函数 的 图 形 如 图 3- 6 所 示 . 
我 们 注意 到 ,在 例 2 中 ,x =0 是 函数 у= 
e" 一 一 1 的 单调 减少 区 间 ( -0 ,0j] 与 单调 增加 
区 间 [0, + oo) 的 分 界 点 ,而 在 该 点 处 у =0. 在 
例 3 中 ,x =0 是 函数 y= Vx 的 单调 减少 区 
E- oœ ,0] 与 单调 增加 区 间 [0, + co ) 的 分 界 
点 ,而 在 该 点 处 导数 不 存在 . 
从 例 2 中 看 出 ,有 些 函 数 在 它 的 定义 区 间 3-6 
上 不 是 单调 的 ,但 是 当 我 们 用 导数 等 于 零 的 点 来 划分 函数 的 定义 区 间 以 后 ,就 可 
以 使 函数 在 各 个 部 分 区 间 上 单调 .这 个 结论 对 于 在 定义 区 间 上 具有 连续 导数 的 
函数 都 是 成 立 的 .从 例 3 中 可 看 出 ,如 果 函 数 在 某 些 点 处 不 可 导 , 则 划分 函数 的 
定义 区 间 的 分 点 ,还 应 包括 这 些 导数 不 存在 的 点 .综合 上 述 两 种 情形 ,我 们 有 如 
下 结论 : | 
如 果 函 数 在 定义 区 间 上 连续 ,除去 有 限 个 导数 不 存在 的 点 外 导数 存在 且 连 
续 , 那 么 只 要 用 方程 (х)=0 的 根 及 (x) 不 存在 的 点 来 划分 函数 f(z) 的 定 
义 区 间 ,就 能 保证 f(z) 在 各 个 部 分 区 间 内 保持 固定 符号 ,因而 函数 f(x ) 在 每 
个 部 分 区 间 上 单调 . 
例 4 确定 函数 f(x)=2x’ 一 9x: +12x -3 的 单调 区 间 . 
解 “ 这 函数 的 定义 域 为 ( - со, + oo). 求 这 函数 的 导数 
f(x)=6x -18x+12=6(x -1)(zr -2). 
解 方程 (x)=0, 即 解 
6(x -1)(x —2)=0, 
得 出 它 在 函数 定义 域 ( - о, + co ) 内 的 两 个 根 x, = 1、x， = 2. 这 两 个 根 把 
(- оо, + oo) 分 成 三 个 部 分 区 间 ( - co ,1] .[1,2] 及 [2, + оо). 
-在 区 间 ( оо ,1) 内 ,之 -1<0.z-2<0, 所 以 广 z)>0. 因 此 ,函数 /(x) 在 
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(—° ,1] 内 单调 增加 .在 区 间 (1,2) 内 ,z-1>0.z-2<0, 所 以 广 (z)<0. 因 
此 ,函数 F(z) 在 [1,2] 上 单调 减少 .在 区 间 (2, + ce) 内 ,zx-1>0.z-2>0, 所 以 
广 (z)>0. 因 此 ,函数 f(x) 在 [2, + eco) 上 单调 增加 

函数 y= f(x) 的 图 形 如 图 3 一 7 所 示 . 

例 5 讨论 函数 y= x` 的 单调 性 . 

解 这 函数 的 定义 域 为 (- оо, + оо). 

函数 的 导数 y =3x ,显然 ,除了 点 +=0 使 y =0 外 ,在 其 余 各 点 处 均 有 
y >0. 因 此 函数 y= x 在 区 间 ( – co ,0] 及 [0, + ce ) 上 都 是 单调 增加 的 ,从 而 在 
整个 定义 域 ( — оо, + %) 内 是 单调 增加 的 .在 x =0 处 曲线 有 一 水 平 切线 . 函数 
的 图 形 如 图 3 一 8 тл. 


3-7 图 3-8 
一 般 的 ,如 果 f(z) 在 某 区 间 内 的 有 限 个 点 处 为 零 ,在 其 余 各 点 处 均 为 正 
(或 负 ) 时 ,那么 f(z) 在 该 区 间 上 仍旧 是 单调 增加 (或 单调 减少 ) 的 . 
下 面 我 们 举 一 个 利用 函数 的 单调 性 证 明 不 等 式 的 例子 . 


例 6 证 明 : 当 xz>1 时 ,2V 工 >3 一 二， 


证 Ф f(z)=2 /Z- (3-4) M 
нле Gy Ste 
f(a)fE[1, + co) 上 连续 ,在 (1, +оо) А f (z=)>0,BDR fE[1, + оо) Е 
f(z) 单 调 增加 ,从 而 当 >1 时 , f(x)>f(1). 
由 于 f(1)=0, 故 f(xz)>/(1)=0, 即 


2V7- (3-4)>0, 


f'(a)= 


x 
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亦 即 2/х>3з--+ (x>1). 


二 、 曲 线 的 止 凸 性 与 拐点 


在 第 一 目 中 ,我 们 研究 了 函数 单调 性 的 判定 法 . 函数 的 单调 性 反映 在 图 形 
上 ,就 是 曲线 的 上 升 或 下 降 . 但 是 ,曲线 在 上 升 或 下 降 的 过 程 中 ,还 有 一 个 弯曲 方 
向 的 问题 .例如 ,图 3-9 中 有 两 条 曲线 弧 ,虽然 它们 y | 
BELAH ,Н ЖЖЖ ,АСВДЕ E | 


800684, ШЇ ADB J Ë] L IRK M ER I, È {140 Il h 
性 不 同 ,下 面 我 们 就 来 研究 曲线 的 凹凸 性 及 其 判 
定 法 . 

我 们 从 几何 上 看 到 ,在 有 的 曲线 弧 上 ,如 果 任 取 
两 点 , 则 联结 这 两 点 间 的 弦 总 位 于 这 两 点 间 的 弧 自 
的 上 方 (图 3- 10(a)) ,而 有 的 曲线 弧 , 则 正好 相反 “ 
(图 3 - 10(b)) .曲线 的 这 种 性 质 就 是 曲线 的 凹凸 性 . Ян” 
БӘ 09 ru E BJ И ДИЕП ЖАД F IE ЖЮ ws Bb) | 
弦 的 中 点 与 曲线 绝 上 相应 点 ( 即 具 有 相同 横 坐 标的 点 ) 的 位 置 关系 来 描述 ,下 面 
给 出 曲线 凹凸 性 的 定义 ， 

定义 设 f(x) 在 区 间 1 上 连续 ,如 果 对 1 上 任意 两 点 x, ,x; ES 

° {ху Tt x, fx )+ fix 
ПЕ a A bti 3 


那么 称 f(z) 在 I EHAKE 412 ДЄЭЗ ЭР 8485 
+ х: хү) flr 
^ эшн ах ) 

那么 称 f(z) 在 1 БЕНЗ (5) E) ARIA). 

如 果 函 数 f(z) 在 I 内 具有 二 阶 导 数 , 那 么 可 以 利用 二 阶 导 数 的 符号 来 关 
定 曲线 的 止 凸 性 ,这 就 是 下 面 的 曲线 凹凸 性 的 判定 定理 .我 们 仅 就 [SHE CI 
的 情形 来 叙述 定理 , 当 了 不 是 闭 区 闻 时 ,定理 类 同 . 

定理 2 设 Metla ,6] 上 连续 ,在 (4,6) 内 具有 一 阶 和 二 阶 导数 ,那么 

(1) 车 在 (a,65) 内 (х) >20, W р(х) [а,Ь] ЕА ВМ АУ; 

(2) Ela, b) A (х) <0, 0] (х) 1а,ь) E BJ ER АЈ. 


证 明 在 情形 (1), 设 х, 和 х, 为 [wa,o] 内 任意 两 点 , 且 >, < za, 记 


= ro W хохо za r= h, W] z, = xz, А, х = z, + h , НА Н от 
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2 


ч JS 2 ын — 
J) +t/ (x;) | 
| | | 
| | | 
тэг 
fe 1 e 
| Í | | 
O х, x rx; x; x 
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fz + h)- Рх) = Р (хо + 0 h)h, 

(хь) 一 f(zxo—h)= f (хь 6,А)Һ, 
其 中 0<0<1,0<0<1. 两 式 相 减 , 即 得 

Ухо +) + (хь В) 2600) = 17 (х,+@,Һ)—- f (z — 0,h)]h. 
对 了 (х) 8] [ro hh, хе + 6, A] 上 再 利用 拉 格 朗 日 中 值 公式 ， 得 
[f (zo + 0,8)- f lr- 0,h)]h =f EO 405382, 

其 中 zx。 一 0,h<&< x + Oh ЖИС) ВЕ, (5) 20,09 

УО хе + В) + /(хе—Һ)—-2/(хь) >20, 


即 Ft fy (z), 
| | f(z)+ fia) оза 
И! эы шы» 2152 |, 

所 以 f(x) 在 [a,5] 上 的 图 形 是 目的， 


类 似 地 可 证 明和 情形 (2). 

例 7 салии [а x 的 四 凸 性 . | | 

# ”因为 y = 二 地 一 - 方 ,所 以 在 函数 y= In х 的 定义 域 (0,+ оо), 
y <0, 由 定理 2 可 知 ， 曲线 y=1n z ДЕЧ 的 . | 

例 8 ША у= za м. | 

解 因为 у =3r,y =6x. 当 x<0 时 ,y <0, MURRE- oo ,0] 内 为 
19 242208,» >00, MARREL, + о) р (268 3-8). 
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一 般 的 , 设 y= f(z) 在 区 间 1 上 连续 ,x, 是 了 的 内 点 0. 如 果 曲 线 y= F(z) 
在 经 过 点 (ze ,jF(zo)) 时 ,曲线 的 凹凸 性 改变 了 ,那么 就 称 点 (zw,F(zo)) 为 这 曲 
24:25:35 

如 何 来 寻找 曲线 y= F(z) 的 拐点 呢 ? 

从 上 面 的 定理 知道 ,由 产 (z) 的 符号 可 以 判定 曲线 的 凹凸 性 ,因此 ,如 果 
Рх) z, 的 左 ` 右 两 侧 邻 近 异 号 ,那么 点 (zu, jzo)) 就 是 曲线 的 一 个 拐点 ， 
所 以 ,要 寻找 拐点 ,只 要 找 出 (xz) 符 号 发 生变 化 的 分 界 点 即 可 .如 果 f(x) 在 区 
间 (a ,6b) 内 具有 二 阶 连续 导数 ,那么 在 这 样 的 分 界 点 处 必然 有 f(xz)=0; 除 此 
以 外 , F(z) 的 二 阶 导数 不 存在 的 点 ,也 有 可 能 是 (x) 的 符号 发 生变 化 的 分 界 
点 .综合 以 上 分 析 ,我 们 可 以 按 下 列 步骤 来 判定 区 间 1 上 的 连续 曲线 y= f(z) 的 
HA: 

(1) k f(x); 

(2) 令 了 (z+)=0, 解 出 这 方程 在 区 间 工 内 的 实 根 ,并 求 出 在 区 间 I (х) 
不 存在 的 点 ; 

(3) 对 于 (2) 中 求 出 的 每 一 个 实 根 或 二 阶 导 数 不 存 在 的 点 xu ,检查 (е) 
2o 左 , 右 两 侧 邻近 的 符号 ,那么 当 两 侧 的 符号 相反 时 ,点 (zu,F(zo)) 是 拐点 , 当 
两 侧 的 符号 相同 时 ,点 (zx。 ,f(zxo)) 不 是 拐点 . 

例 9 求 曲线 y=2x’ +3x? -12r +14 的 拐点 . 


解 ул ба +6х-12,у'=12® 56-12 5-2), 


解 方程 y =0, 得 x = - +. щ >< - 8, y" <0;4 y> - 方 时 ,y”>0. 因此 ,点 


| [720 7] E k 0988 8. 


例 10 求 曲线 y>=3z – 41° +1 093 8 h h [8]. 
解 ЩЖ y=3r -4z +l 的 定义 域 为 (- оо, +оо). 
y =12z'- 122°, 
y = 362? -24x = 36 (x -3) 
解 方程 y =0, 得 x, =0,z, =. 
z = 0 及 zs= 字 把 函数 的 定义 域 (- =, + ©) R = ВАК, 


Ф BJ /的 内 点 是 指 除 端点 外 的 1 内 的 点 . 
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2 2 
(-99,0140-5: 35:59) 

在 (- %,0) 内 ,y >0, 因 此 在 区 间 ( - ®,0] заан ЖЕ (0,5 |, 
<0, 因 此 在 区 间 | 0, 子 | 上 这 曲线 是 凸 的 ,在 [ 子 ,+ oo 内 ,>0, 因 此 在 区 间 
| р + = ] 上 这 曲线 是 四 的 

当 z= 0 时,y=1, 点 (0,1) 是 这 曲线 的 一 个 拐点 . 当 z= 子 时 у= 1, 

2 11 А | 
(3 527 хая. 

#111 问 曲 线 y= x 是 否 有 拐点 ? 

f y =4zx’,y 1237. 

显然 ,只 有 х-ОЖЛЕ у-08И ЛН r40 BF, 64 4038 + >0 k 
有 光 >0, 因 此 点 (0,0) 不 是 这 曲线 的 拐点 .曲线 y= x' 没有 拐点 , 它 在 ( - о, 
+ oo) 内 是 四 的 ， 

8112 求 曲线 у-/ Юй. 

й 这 函数 在 ( o, + co) 内 连续 , 当 950 时 ， 

ЖК. ЧИК ОНИ. 

ШЫ 9:5 | 
当 z=0 时 ,> ,y 都 不 存在 . 故 二 阶 导 数 在 ( о, + oo) 内 不 连续 且 不 具有 堆 
点 .但 z=0 是 yy 不 存在 的 点 , 它 把 (- о, + oo ) 分 成 两 个 部 分 区 间 :( - o ,0]、 
[0, + со). | 

EC- oo ,0) 内 ,y>0, 这 曲线 在 ( - ®,0] БЕШ. #Е(0, + о), у'<0, 
这 曲线 在 [0, + оо) БН. 

№ т = 0) 时 ,y=0, 点 (0,0) 是 这 曲线 的 一 个 拐点 . 


2 题 3-4 
1. 判定 函数 /(x)=arcuan x -的 单调 性 . 


2. 判定 函数 (x)= x+ cos z (0 委 z 委 2r) 的 单调 性 . 
3. 确定 下 列 函 数 的 单调 区 间 ; 


(1) y=2x -6x -18x -7; (2) у=2а+ È (х>0); 
10 2 

= — ri; = +/1+r); 

(3) > 47 一 9z +61 (4) y=In(x 1+2); 
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(5) y=(x-1)(r+1); 

(6) у= Oe а)(а- ғ)? (а>0); 

(7) y= er (n>0, 2220); 

(8) у= <+ sin 22|. 

4. 设 函 数 A(z) 在 定义 域内 可 导 ,y= f(z) 的 图 形 如 图 3 一 
11ER, Д РАЯ /(z) 的 图 形 为 图 3- 12 中 所 示 的 四 个 图 形 
中 的 哪 一 个 ? 

5. 证 明 下 列 不 等 式 : 


(1) 4 т>0{,1+--х>у 1+ у>; 
(2) 当 .r>0 时 ,1+zln(z+wV і+22)> / 1525: 


(3) 4 0<х<-- ,sin xtian т >2х; 
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(4) ` 0< x< Bb ,tan >т +-ра? 


(5) 当 z>4 时 ,2 >т}. 
y 


у 
O 0 x 
(A) (B) (O) (D) 
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6. 讨论 方程 In x = ат (其 中 a >0)8 JU E R? 
7. Ө РЫ ЕНУ) SP PG ЖЕЛЕ ЙЫ ДА 0 ра 7 研究 下 面 这 个 例子 : 
Гбх) = z+ sin х. 


8. 判定 下 列 曲线 的 凹凸 性 : 


(1) y=4r- <; (2) y=sh z; 

(3) yzett (х>0); (4) у= xarctan г. 

9. Ж F $!) B8 šX B JE НУ А ЖЕШ sk ft НУ) PX [Н]: 

(1) у= 2 ~ 52? +31 +5; (2) у= хе"; 

(3) у= (141) +e; (4) у= 1а (х2 +1); 
(5) у= е"; (6) у= x (1218 x-7). 


10. 利用 函数 图 形 的 四 凸 性 ,证 明 下 列 不 等 式 ; 


(боа +у)>(* 55) («>0.у>б,хзёу,п>1): 


“5З. * 


еу ын >e (джу); 


(3) хіп z+ yln у> (+ у)1һ “> (х>0,у>0,тэ®у). 


“11. 试 证 明 曲线 y= жЕтЕ. 
12. 问 a .6 为 何 值 时 ,点 (1,3) 为 曲线 y= аг + ba? 的 拐点 ? 
13. 试 决定 曲线 у= ez + ba? text d Piha. b.c d, 4} r= -2 处 曲线 有 水 平 切 线 ， 
(1, 一 10) 为 拐点 , 且 点 (一 2,44) 在 曲线 上 . 
14. 试 决定 у= k(x? -3V 中 6 的 值 ,使 曲线 的 拐点 处 的 法 线 通 过 原点 . 
` 15. Ж y= f(z) 在 x= x, 的 某 邻 域内 具有 三 阶 连续 导数 ,如 果 f(xo)=0, 而 "(о ) 50, 
试问 (co,Azu)) 是 否 为 拐点 ? 为 什么 ? 


第 五 节 ”函数 的 极 值 与 最 大 值 最 小 值 


一 、 函 数 的 极 值 及 其 求法 


在 上 节 例 4 中 我 们 看 到 ,点 x=1 及 +=2 是 函数 
f(x)=2x’ – 92° +12х.-3 
的 单调 区 间 的 分 界 点 .例如 ,在 点 xz = 1 的 左 侧 邻近 ,函数 f(x) 是 单调 增加 的 ， 
在 点 x=1 的 右 侧 邻近 ,函数 /(x) 是 单调 减少 的 .因此 ,存在 点 +=1 的 一 个 去 
心 邻 域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 r, f(z) < 了 (1) 均 成 立 .类 似 地 ,关于 点 x 
=2, 也 存在 着 一 个 去 心 邻 域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 x ,f(x)> (2) 均 成 
立 (参看 图 3-7). 具 有 这 种 性 质 的 点 如 x = 1 及 x =2, 在 应 用 上 有 着 重要 的 意 
X ,值得 我 们 对 此 作 一 般 性 的 讨论 ， 
定义 ” 设 函 数 F(z) 在 点 zu 的 某 邻 域 U(x。) 内 有 定义 ,如 果 对 于 去 心 令 域 
Ú (zo) 内 的 任 一 x ,有 
f(z)<flro) (mk f(z)2> f(2o)), 
那么 就 称 F(zo) 是 函数 F(z ) 的 一 个 极 大 值 (或 极 小 值 ). 
函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ,使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 什 
点 .例如 ,上 节 例 4 中 的 函数 
f(z=)=2z`-9x`+]2+-3 
有 极 大 值 /(1) =2 和 极 小 值 F(2)= 1, 点 zx=1 和 =2 是 函数 F(z) 的 极 值 点 . 
函数 的 极 大 值 和 极 小 值 概念 是 局 部 性 的 .如 果 f(x) 是 函数 F(z) 的 一 个 极 
大 值 , 那 只 是 就 +。 附近 的 一 个 局 部 范围 来 说 , SC r) E F(z) 的 一 个 最 大 值 ;如 
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果 就 f(z ) 的 整个 定义 域 来 说 ,f(z ) 不 见得 是 最 大 值 .关于 极 小 值 也 类 似 . 

在 图 3- 13 P, 函数 f(x) 有 两 个 极 大 值 : f(x,)、f(x;), 三 个 极 小 值 : 
Fri) flr) Slr) APRE FCzs ) 比 极 小 值 .FLzs) 还 小 ,就 整个 区 间 [a ,b] 
来 说 ,只 有 一 个 极 小 值 f(z, ) 同 时 也 是 最 小 值 ,而 没有 一 个 极 大 值 是 最 大 值 . 
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从 图 中 还 可 看 到 ,在 函数 取得 极 值 处 ,曲线 的 切线 是 水 平 的 .但 曲线 上 有 水 
平 切线 的 地 方 ,函数 不 一 定 取得 极 值 .例如 图 中 x = x, 处 ,曲线 上 有 水 平 切 线 ， 
但 f(x;) 不 是 极 值 . 

由 本 章 第 一 节 费 马 引 理 可 知 ,如 果 函 数 F(z) 在 л, 处 可 导 , 且 F(z) 在 mn 
处 取得 极 值 ,那么 (хь) = 0. 这 就 是 可 导 函 数 取得 极 值 的 必要 条 件 . 现 将 此 结 
CIRR TF EM. 

定理 1( 必 要 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 zx。 处 可 导 , 且 在 х, 处 取得 极 值 ,那么 
f (х) =0. 

定理 1 就 是 说 :可 导 函 数 f(x) 的 极 值 点 必定 是 它 的 驻 点 .但 反 过 来 ,函数 的 
驻 点 却 不 一 定 是 极 值 点 .例如 , f(x)= z' 的 导数 (x)=3x? ,了 (0)=0, 因 此 
х =0 是 这 可 导 函 数 的 驻 点 ,但 x =0 却 不 是 这 函数 的 极 值 点 .所 以 ,函数 的 驻 点 
只 是 可 能 的 极 值 点 .此 外 ,函数 在 它 的 导数 不 存在 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 .例如 ， 
函数 F(z) = lel EA x =0 处 不 可 导 , 但 函数 在 该 点 取得 极 小 值 . 

怎样 判定 函数 在 驻 点 或 不 可 导 的 点 处 究竟 是 否 取得 极 值 ? 如 果 是 的 话 , 究 
竟 取 得 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 下 面 给 出 两 个 判定 极 值 的 充分 条 件 . 

定理 2( 第 一 充分 条 件 ) BER f(z) 在 r 处 连续 , 且 在 г, 的 某 去 心 邻 域 
Ú (zxo,6) 内 可 导 . 

(1) #хЄ(х„-8,х„)Е@,/ (х)>0,й хЄ(х,,х + 8), (х) <0, W 
fE x 处 取得 极 大 值 ; 

(2) 车 zE(zi-G,zo) 时 , 广 z)<0， ол f(x)>0, 则 
f(z) 在 z 处 取得 极 小 值 ; 
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(3) # ze 也 (zi,3) 时 , 广 (z) 的 符号 保持 不 变 , 则 f(z) 在 z, 处 没有 
极 值 . 

证 事实 上 ,就 情形 (1) 来 说 ,根据 函数 单调 性 的 判定 法 , 函数 (x) 在 
(zw - 3,zu) 内 单调 增加 ,而 在 (zu, zu + 8) 内 单调 减少 ,又 由 于 函数 f(x) 在 x。 


处 是 连续 的 , 故 当 xzEU (zo,6) 时 ,总 有 A(z)<<f(zo). 所 以 ,f(z,) 是 f(x) 的 
一 个 极 大 值 ( 图 3- 14(a)). 


ус/(0) 


! 
шей fx)>0 


/ y=f(x) 
| 


f'uy>0! f'uy>0 


(c) (d) 
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类 似 地 可 论证 情形 (2)( 图 3- 14(b)) 及 情形 (3)( 图 3- 14(c) .(d)). 

定理 2 也 可 简单 地 这 样 说 ; 当 x 在 x。 的 邻近 渐 增 地 经 过 z, 时 ,如 果 (>) 
的 符号 由 正 变 负 ,那么 f(x) 在 x。 处 取得 极 大 值 ; 如 果 (x) 的 符号 由 负 变 正 ， 
那么 О) Е x, 处 取得 极 小 值 ; 如 果 f(z) 的 符号 并 不 改变 ,那么 f(x) 在 之 
处 没有 极 值 . | | | 

根据 上 面 的 两 个 定理 ,如 果 函 数 f(x) 在 所 讨论 的 区 间 内 连续 , 除 个 别 点 外 处 
处 可 导 , 那 么 就 可 以 按 下列 步 又 来 求 f(z) 在 该 区 间 内 的 极 值 点 和 相应 的 极 值 : 

(1) 求 出 导数 Sa); 

(2) ЖШ F(z ) 的 全 部 驻 点 与 不 可 导 点 ; 

(3) 考察 (x) 的 符号 在 每 个 驻 点 或 不 可 导 点 的 左 、 右 邻近 的 情形 ,以 确定 
该 点 是 否 为 极 值 点 ;如 果 是 极 值 点 ,进一步 确定 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ; 
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(4) 求 出 各 极 值 点 的 函数 值 ,就 得 函数 f(z) 的 全 部 极 值 . 


例 1 ЖЕЙ F(z)= (2-4) 0 +) ВИН. 
@ (1) F(z) 在 (- co,+oo) 内 连续 , 除 zx= -1 外 处 处 可 导 , 且 


sral) 
f (x)= 47-11 


(2) 令 了 (x)=0, 得 驻 点 x=1,x= 一 1 为 f(x) 的 不 可 导 点 ; 
(3) (- о, - 1), (х) 0,2 (-1,08Р1,/ (х) <0. ААА х= 
-1 是 一 个 极 大 值 点 ;又 在 (1, +оо), (х) >20, ЕҢ x = 1 是 一 个 极 小 
值 点 ; 
(4) 极 大 值 为 F( - 1) = Q, 极 小 值 为 F(1) = - 34. 
当 函 数 F(z) 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 存在 且 不 为 零 时 ,也 可 以 利用 下 述 定 理 
来 判定 f(z) 在 驻 点 处 取得 极 大 值 还 是 极 小 值 . 
定理 3( 第 二 充分 条 件 ) RAR f(z) 在 x。 处 具有 二 阶 导 数 且 f (x,)=0， 
Г (х0) 50,94, 
(1) 当 f'(z,)<0 RI, AR f(x) 在 х, 处 取得 极 大 值 ; 
(2) 34 / (х„)>0 时 ,函数 f(x) 在 xz。 处 取得 极 小 值 . 
证 在 情形 (1), 由 于 (x,)<0, 按 二 阶 导 数 的 定义 有 
ЇСЭГ lim f fo 
根据 函数 极限 的 局 部 保 号 性 , 当 z 在 ze 的 足够 小 的 去 心 邻 域内 时 ， 
f = zs) со 
但 六 (ze)=0, 所 以 上 式 即 
f (z) со, : 


L Ta 
从 而 知道 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 х 来 说 , 广 (z) 与 zx- z, 符号 相反 .因此 , 当 
一 Xo<0 即 xz<zxo 时 ,F(x)>0; 当 zx-xo>0 即 x>x。o 时 ,f(xz)<0. 于 是 
根据 定理 2 知道 ,f(z) 在 点 z, 处 取得 极 大 值 . 

类 似 地 可 以 证 明 情 形 (2). 

定理 3 表明, 如果 函数 fr) EEA ro 处 的 二 阶 导数 f(z) 关 0, 那 么 该 驻 
点 zu 一 定 是 极 值 点 ,并 且 可 以 按 二 阶 导数 S r ) 的 符号 来 判定 f(r) ERK 
值 还 是 极 小 值 .但 如 果 广 (zo)=0, 定 理 3 就 不 能 应 用 .事实 上 , 当 广 (zu) =0, 
(zo)=0 时 ,f(z) 在 zx。 处 可 能 有 极 大 值 ,也 可 能 有 极 小 值 ,也 可 能 没有 极 值 . 
НА, (х) = -+t,f,(z)= ar, filr) х* 这 三 个 函数 在 х =0 处 就 分 别 属于 
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这 三 种 情况 .因此 ,如果 函 数 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 为 零 ,那么 还 得 用 一 阶 导 数 在 
驻 点 左右 邻近 的 符号 来 判定 . 
例 2 求 函 数 F(z)=(z 盖 -1) +1 的 极 值 . 
解 f'(z=)=6<x(<x`-1). 
Жо 六 (+)=0, 求 得 驻 点 zi = -1,z,=0,z;=1. 
f(r)=6(7x’ -1)(5r’ -1). J) 
因 /(0) 620, (х) == 0 处 取得 极 小 值 ， 
极 小 值 为 {(0)=0. 
ВР (- 1) = 了 (1)=0, 故 用 定理 3 无 法 判别 . 考 
察 一 阶 导数 f(z) 在 驻 点 z = -1 K x;=1 左右 邻近 


的 符号 | | 

当 z 取 -1 左 侧 邻近 的 值 时 , 六 xz)<0; 当 z HR ~H - 
-1 右 侧 邻 近 的 值 时 , (x)<0; 因 为 f(z) 的 符号 没 
有 改变 ,所 以 f(z) 在 x= -1 处 没有 极 值 . 同 理 ， 3-15 


Рх) х = ШАА (И 3- 15). 
二 、 最 大 值 最 小 值 问题 


在 工农 业 生 产 .工程 技术 及 科学 实验 中 ,常常 会 遇 到 这 样 一 类 问题 :在 一 定 
条 件 下 ,怎样 使 “产品 最 多 " “用 料 最 省 " "成 本 最 低 " “效率 最 高 "等 问题 ,这 类 
问题 在 数学 上 有 时 可 归结 为 求 某 一 函数 (通常 称 为 目标 函数 ) 的 最 大 值 或 最 小 什 
问题 . 7 | 

假定 函数 f(z ) 在 闭 区 间 [a ,65] 上 连续 ,在 开 区 间 (a ,6b) 内 除 有 限 个 点 外 可 
导 , 且 至 多 有 有 限 个 驻 点 .在 上 述 条 件 下 ,我 们 来 讨论 f(z) 在 [a b] E BJ k K fü 
和 最 小 值 的 求法 . 

首先 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ,可 知 f(x) 在 [a,6b1 上 的 最 大 值 和 最 小 
值 一 定 存在 . 

其 次 ,如 果 最 大 值 (或 最 小 值 )f(x,) 在 开 区 间 (a,5) 内 的 点 >, 处 取得 , 那 
么 , 按 f(z) 在 开 区 间 内 除 有 限 个 点 外 可 导 且 至 多 有 有 限 个 驻 点 的 假定 ,可 知 
Р(х) АЕ f(z ) 的 极 大 值 (或 极 小 值 ), 从 而 ze 一 定 是 f(x) 的 驻 点 或 不 可 
导 点 .又 f(z) 的 最 大 值 和 最 小 值 也 可 能 在 区 间 的 端点 处 取得 .因此 ,可 用 如 下 
方法 求 1(z) 在 [a ,5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

(1) 求 出 f(x) 在 (a,6) 内 的 驻 点 ziyza，…zrn 及 不 可 导 点 za，… 
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(2) 计算 f(x.) (#=1,2,+,т),/(х;) (j=1,2,. ,nn) 有 f(a), РБ); 

(3) 比较 (2) 中 诸 值 的 大 小 ,其 中 最 大 的 便 是 F(z ) 在 [ae ,6] 上 的 最 大 值 ,最 
小 的 便 是 F(z) 在 [a,6] 上 的 最 小 值 . 

例 3 ЖЕЖ р(х) = |х -3z+2| 在 [-3,4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


r= —3xr+2, хЄ[-3,1]0(2,4], 
m о чуусу, rE€(1,2). 
7 у= 2z-3, 2Є(-3,1)0(2,4), 
ая 2Є (1,2). 


#Е( 3,4) 内 ,f(z) 的 驻 点 为 z= 子 ;不 可 导 点 为 z=1,2. 


由 于 /( -3)=20,/(1)=0,f[ 子 )= 序 'f(2)=0,7(4)=6, 比 较 可 得 F(z) 


E r= -3 处 取得 它 在 [一 3,4] 上 的 最 大 值 20, 在 z=1 和 和 x=2 处 取得 它 在 
[-3,4] 上 的 最 小 值 0. 

例 4 铁路 线 上 AB 段 的 距离 为 100 km. 工 厂 C 距 A 处 为 20 km, AC 垂直 
F АВ (图 3-16). 为 了 运输 需要 ,要 在 АВ 线 、 7 
上 选 定 一 点 D 向 工厂 修筑 一 条 公路 .已 知 铁 D 100km 
路 每 公里 货运 的 运费 与 公路 上 每 公里 货运 的 20km 
运费 之 比 为 3:5. 为 了 使 货物 从 供应 站 B j= #l 
工厂 C 的 运费 最 省 , 问 D 点 应 选 在 何 处 ? 

解 iW Ар = г кп, А DB = 100- =, 3-16 

CD = ү 20° + z’ = / 400+ x°. 

由 于 铁路 上 每 公里 货运 的 运费 与 公路 上 每 公里 货运 的 运费 之 比 为 3:5, 因 
此 我 们 不 妨 设 铁路 上 每 公里 的 运费 为 3k ,公路 上 每 公里 的 运费 为 SR (k 为 某 个 
正 数 , 因 它 与 本 题 的 解 无 关 , 所 以 不 必定 出 ). 设 从 B 点 到 C 点 需要 的 总 运费 为 
y, 那 么 


B 


у=5Ё+ СР +3k'DB, 
即 y=5k /400+ x 438(100-1) (0«2«100). 
现在 ,问题 就 归结 为 :x 在 [0,100] 内 取 何 值 时 目标 函数 y 的 值 最 小 . 
ЖЖ y 对 z 的 导数 : 
"=$ 2035 -3 
о (жг |. 
解 方程 y =0, 得 r=15 km. 
由 于 yla = 400k,y|,.,; = 380, у, = 500k 1+ 训 ,其 中 以 512 
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= 380& 为 最 小 ,因此 , 当 AD =x=15 km 时 ,总 运费 为 最 省 . 

在 求 函 数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ,特别 值得 指出 的 是 下 述 情形 : f(x) 在 一 
个 区 间 ( 有 限 或 无 限 , 开 或 闭 ) 内 可 导 且 只 有 一 个 驻 点 ru ,并 且 这 个 驻 点 z, 是 函 
数 f(z) 的 极 值 点 ,那么 , 当 f(xo) 是 极 大 值 时 , f(x) 就 是 f(x ) 在 该 区 间 上 的 
最 大 值 (图 3 一 17(a)); 当 f(x) 是 极 小 值 时 , f(x) 就 是 f(x) 在 该 区 间 上 的 最 
小 值 (图 3 一 17(b)). 在 应 用 问题 中 往往 过 到 这 样 的 情形 . 
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例 5 一 束 光 线 由 空气 中 A 点 经 过 水 面 折射 后 到 达 水 中 B 点 (图 3 一 18). 
已 知 光 在 空气 中 和 水 中 传播 的 速度 分 别 是 о, 和 wv; ,光线 在 介质 中 总 是 沿 着 耗 
时 最 少 的 路 径 传 播 . 试 确定 光线 传播 的 路 径 . 

Ж i A 点 到 水 面 的 垂直 距离 为 AO = h, , B 点 到 水 面 的 垂直 距离 为 BQ 
=h, z 轴 沿 水 面 过 点 O、Q, OQ 的 长 度 为 /. 

由 于 光线 总 是 沿 着 耗 时 最 少 的 路 径 传播 , 因 
此 光线 在 同一 均匀 介质 中 必 沿 直线 传播 . 设 光线 
的 传播 路 径 与 х 轴 的 交点 为 P,OP = xz, 则 光线 从 
A 到 B 的 传播 路 径 必 为 折线 АРВ ,其 所 需要 的 传 
播 时 间 为 


Т(х) = 


Ут VAUT ,eto,l. 
下 面 来 确定 x 满足 什么 条 件 时 , T (>) E 
[0,!] 上 取得 最 小 值 . 


由 于 
1 Shta V J //hi+ ((— z) 


; l hi 1 h3 
к с E SO е 
О (ha 2 [y t Uar 1 


9 
T'i)=1.—— — -1.———e[0,1] 
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Т'(0)<0,Т'(/)>0, 
X Т'(2) [0,1] Е, ТО) (О, ЕТЕНЕ 3264 зо, В хо Ж Т(х) 


在 (0,7) 内 的 唯一 极 小 值 点 ,从 而 也 是 T(x) 在 [0,1] 上 的 最 小 值 点 . 
设 хо WET (х) =0, 
To l=ri 


vi /РҺү + х» тү y hat (l= хь) 


їй 
3 (Г-4 
ai = = sin бїх кешсе Кошан 0,, 
/ hi + x; V h; t (1 -—- ху)” 
就 得 到 


Vi Ua 

这 就 是 说 , 当 P 点 满足 以 上 条 件 时 ,APB 就 是 光线 的 传播 路 径 . 上 式 就 是 光学 
中 著名 的 折射 定律 ,其 中 9, ,9, 分 别 是 光线 的 人 射 角 和 折射 角 ( 见 图 3- 18). 

还 要 指出 ,实际 问题 中 ,往往 根据 问题 的 性 质 就 可 以 断定 可 导 函 数 f(x ) 确 
有 最 大 值 或 最 小 值 ,而 且 一 定 在 定义 区 间 内 部 取得 .这 时 如 果 f(z) 在 定义 区 间 
内 部 只 有 一 个 驻 点 zu ,那么 不 必 讨 论 f(z,) 是 不 是 极 值 ,就 可 以 断定 F(zo ) 是 
最 大 值 或 最 小 值 . 

例 6 把 一 根 直径 为 d 的 圆 木 锯 成 截面 为 矩形 的 梁 —— 
(图 3- 19). 问 矩形 截面 的 高 h 和 宽 应 如 何 选择 才能 使 梁 
的 抗 弯 截 面 模 量 最 大 ? 

解 ”由 力学 分 析 知道 :矩形 梁 的 抗 弯 截 面 模 量 为 


ЕЕ ез 
W=- ӨЛ . 


由 图 3- 19 看 出 ,2 5h 有 下 面 的 关系 : 
k=l -hb , 


3-19 


因而 = (426-02). 


这 样 ,W 就 与 b 存在 函数 关系 ,2 的 变化 范围 是 (0,4). 现 在 ,问题 化 为 :b 等 于 
多 少时 目标 函数 到 = W(b) 取 最 大 值 ? 为 此 , 求 W 对 6 的 导数 : 


‚ _ 1 2528 2 
№ = (4 3b`). 


111 
b= yd. 


S W =0, 解 得 


3161: 


由 于 梁 的 最 大 抗 弯 截 面 模 量 一 定 存在 ,而 且 在 (0,4d ) 内 部 取得 ;现在 ,W = 0 E 


(0,d) 内 只 有 一 个 根 b= |La mo, b= 1.4 It, W 的 值 最 大 .这 时 ， 


ХЭ -4 


Вр һ=,| 4. 


d:h:b=43 2:1. 
例 7 假设 某 工厂 生产 某 产品 z 千 件 的 成 本 是 c(x)= x -6z + 152, 6 
出 该 产品 x 千 件 的 收入 是 r(x)=9zx. 问 是 否 存 在 一 个 能 取得 最 大 利润 的 生产 
KE? 如 果 存 在 的 话 , 找 出 这 个 生产 水 平 . 
解 ” 由 题 意 知 , 售 出 x 千 件 产品 的 利润 是 
| р(х) = r(z)-c(x). 
如 果 p(xz) 取 得 最 大 值 ,那么 它 一 定 在 使 得 p(x)=0 的 生产 水 平 处 获得 .因此 ， 


今 


а?, 


k= -bd – 


p (z)=r'(x)-c'(x)=0, 
Вр г(х)эс (х). 
18 2-41 +2= 0). 


+ 
解 得 > -4 -2 +/2,ху=2-\у/250.586,х„ = 2 +/2^43.414. 


X p(r)= -6xr+12,p (xz)>0,p (x:)<0. y 
故 在 х, = 3.414 处 达到 最 大 利润 ,而 在 +, = 0. 586 
处 发 生 局 部 最 大 亏损 . 

在 经 济 学 中 , 称 (r) AARRE, r (x) 为 边 
际 收入 ,p (zz) 为 边际 利润 .上 述 结果 表明 ;在 给 出 最 
大 利润 的 生产 水 平 上 ,r(x)=c (zx), 即 边际 收入 等 
于 边际 成 本 .上 面 的 结果 也 可 以 从 图 3 — 20 的 成 本 


с(д=х _ Gx +i 5х 


O 2-45 2 (24172 x 
曲线 和 收入 曲线 中 看 出 . 
图 3-20 
习 题 3-5 
І. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 
(1) у= 20° – бл? – 18.2 +7; (2) у= Ње): 
(3) у= = +2 (4) y=zrt yI- х; 
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I+3<x 23144444, 


aa (6) 
(7) у= е’ cos x; (8) ysti 
(9) у=3-2(х+1)?; ~ (10) y=x+tanz. 


2. WEH: i ЖР у= ar + br + cz + d ERIE – 3ac < 0, BË ARAARA 
极 值 . 


3. 试问 a 为 何 值 时 ,函数 (x)= asin + + 3 fE = = 本 处 取得 极 值 ? 它 是 极 大 值 


3 
还 是 极 小 值 ? 并 求 此 极 值 . 

4. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 .最 小 值 ; 

(1) у=2х°-3х%,-1<хх<4; (2) у=х*-8х%*+2,-1<х<3; 

(3) y==+/l-<x,-5<<x<1. 

5. А y=2x!- бт -18r -7 (1S <4 EMEREK? 并 求 出 它 的 最 大 值 . 


б. 间 函 数 y= 27 - 兴 (.x<0) 在 何 处 取得 最 小 值 ? 


7. 问 函数 y= -s(x* 之 0) 在 何 处 取得 最 大 值 ? 


8. 某 车 间 靠 墙壁 要 盖 一 间 长 方形 小 屋 , 现 有 存 砖 只 够 砌 20 m 长 的 墙壁 . 问 应 围 成 怎样 
的 长 方形 才能 使 这 间 小 屋 的 面积 最 大 ? 

9. 要 造 一 圆柱 形 油饼 ,体积 为 V, 问 底 半 径 r 和 高 各 等 于 多 少时 ,才能 使 表面 积 最 小 ? 
这 时 底 直 径 与 高 的 比 是 多 少 ? 

10. 某 地 区 防空 洞 的 截面 拟 建成 矩形 加 半圆 (图 3- 21). 截面 的 面积 为 5 таг. ГАЈЛЕ x 
为 多 少时 才能 使 截面 的 周 长 最 小 ,从 而 使 建造 时 所 用 的 材料 最 省 ? 


Р=5 kg 


3-21 3-22 


1. 设 有 质量 为 5 kg 的 物体 , 置 于 水 平面 上 , 受 力 下 的 作用 而 开始 移动 (图 3 - 22). it 
擦 系数 w=0.25, 问 力 下 与 水 平 线 的 交角 a 为 多 少时 , 才 可 使 力 下 的 大 小 为 最 小 . 
12. 有 一 杠杆 ,支点 在 它 的 一 端 .在 距 支 点 0.1 m 处 挂 一 质量 为 49 kg 的 物体 .加 力 于 杠 
杆 的 另 一 端 使 杠杆 保持 水 平 (图 3 – 23). 如果 杠 杆 的 线 密度 为 5 kgjm, 求 最 省 力 的 杆 长 ? 
13. 从 一 块 半径 为 R 的 圆 忽 片上 挖 去 一 个 扇形 做 成 一 个 涯 斗 ( 图 3 一 24). 间 和 留 下 的 扇形 
的 中 心 角 p 取 多 大 时 ,做 成 的 漏斗 的 容积 最 大 4 
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3-23 3-24 


14, 某 帅 车 的 车 身高 为 1.5 m, К 15 m. 现 在 要 把 一 个 6m 宽 .2 m 高 的 屋 架 ,水 平地 
吊 到 6 m 高 的 柱子 上 去 (图 3- 25) , 问 能 否 吊 得 上 去 ? 


(8) (b) 
图 3-25 


15. 一 房地产 公司 有 50 套 公寓 要 出 租 . 当月 租金 定 为 1 000 元 时 ,公寓 会 全 部 租 出 去 . 当 
月 租金 每 增加 50 元 时 ,就 会 多 一 套 公寓 租 不 出 去 ,而 租 出 去 的 公寓 每 月 需 花 费 100 元 的 维修 
费 . 试问 房租 定 为 多 少 可 获得 最 大 收入 ? 

16. 已 知 制 作 一 个 背包 的 成 本 为 40 元 .如 果 每 一 个 背包 的 售 出 价 为 zx 元 , 售 出 的 背包 数 
由 


a 


—40 
给 出 ,其 中 а, 为 正常 数 . 问 什 么 样 的 售 出 价格 能 带 来 最 大 利润 ? 


BART PS ЈЕ BJ 22 


+ (80 -— x+) 


п = 
КУ 


借助 于 一 阶 导数 的 符号 ,可 以 确定 钞 数 图 形 在 哪个 区 间 上 上 升 ,在 哪个 区 间 
上 下 降 ,在 什么 地 方 有 极 值 点 ;借助 于 二 阶 导数 的 符号 ,可 以 确定 函数 图 形 在 哪 
个 区 间 上 为 止 ,在 哪个 区 间 上 为 凸 ,在 什么 地 方 有 拐点 .知道 了 函数 图 形 的 升降 、 
凹凸 以 及 极 值 点 和 拐点 后 ,也 就 可 以 掌握 函数 的 性 态 ,并 把 函数 的 图 形 画 得 比较 
准确 . 
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现在 , 随 着 现代 计算 机 技术 的 发 展 ,借助 于 计算 机 和 许多 数学 软件 ,可 以 方 
便 地 画 出 各 种 函数 的 图 形 . 但 是 ,如 何 识别 机 器 作 图 中 的 误差 ,如 何人 掌握 图形 上 
的 关键 点 ,如何 选 择 作 图 的 范围 等 ,从 而 进行 人 工 干 预 ,仍然 需要 我 们 有 运用 微 
分 学 的 方法 描绘 旺 数 图 形 的 基本 知识 . 

利用 导数 描绘 肾 数 图 形 的 一 般 步 又 如 下 : 

第 一 步 “” 确定 函数 y= F(z) 的 定义 域 及 函数 所 具有 的 某 些 特性 (如 奇偶 
性 周期 性 等 ), 并 求 出 函数 的 一 阶 导数 f(z) 和 二 阶 导数 Ca); 

第 二 步 ” 求 出 一 阶 导数 (x) 和 二 阶 导数 (zz) 在 函数 定义 域内 的 全 部 零 
点 ,并 求 出 函数 f(x ) 的 间断 点 及 广 (x) 和 广 (z) 不 存在 的 点 ,用 这 些 点 把 函数 
的 定义 域 划 分 成 几 个 部 分 区 间 ; | 

第 三 步 ” 确定 在 这 些 部 分 区 间 内 S r) Г (2) 885 ,3E H Л E РА Ж 
图 形 的 升降 和 四 凸 , 极 值 点 和 拐点 ; 

第 四 步 ” 确定 函数 图 形 的 水 平 . 铅 直 渐 近 线 以 及 其 他 变化 趋势 ; 

第 五 步 算出 六 xz) 短 (z) 的 零点 以 及 不 存在 的 点 所 对 应 的 函数 值 , 定 
出 图 形 上 相应 的 点 ;为 了 把 图 形 描绘 得 准确 些 , 有 时 还 需要 补充 一 些 点 ;然后 结 
合 第 三 .四 步 中 得 到 的 结果 ,联结 这 些 点 画 出 函数 y= f(x) 的 图 形 . 

61 ЊН у= а-л -x+1 的 图 形 . 

R (1) 所 给 函数 y= jz) 的 定义 域 为 (- оо, + оо), ПП 

fl(z)=32-2r-1=(3z+1)(z-1), 
Р(х) =62-2=2(3ғ -1). 


(2) 广 (z) 的 零点 为 了 = AMG OPAR ае Ир r= - 1, 
+ 1 由 小 到 大 排列 ,依次 把 定义 域 ( - оо, + co ) 划 分 成 下 列 四 个 部 分 区 间 : 
1 l 1 1 
人 [到 re 


(з) |=, =) С) 20,7 (0) 0, BAR| оо, – =. | Ей 


IA ЕЗЕН Jt hG. 
#(--р.-у }#./(х)<0,/^(4)<0, 8838-4825 | rinta 
降 而 且 是 凸 的 . 
同样 ,可 以 讨论 在 区 间 | 椰 ,L| 上 及 在 区 间 [1, + o ) 上 相应 的 曲线 弧 的 升降 
和 四 是 .为 了 明确 起 见 ,我 们 把 所 得 的 结论 列 成 下 表 ; 
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这 里 记号 / 表示 曲线 弧 上 升 而 且 是 凸 的 ,六 表示 曲线 弧 下 降 而 且 是 唔 的 , V # 
示 曲 线 弧 下 降 而 且 是 四 的 , 2 表示 曲线 弧 上 升 而 且 是 症 的 . 
(4) 34 т» + оо}, у» + оо; Ц у->— оо, у — оо; 


(5) 算出 z= ---,--,1 处 的 函数 值 : 


4:5-3-:(1)-8 лог 


从 而 得 到 函数 y= 盖 -z 盖 -zx+l 图 形 上 的 三 个 点 : 
| (3-27). (3-5) (1,0). 
适当 补充 一 些 点 .例如 ,计算 出 
f(-1)=0, /(0)-1, [> )= : 
就 可 补充 描 出 点 (- 1,0), 点 (0,1) 和 点 
EEE CORO ELETR mr 
出 


у=? -х-х+1 


的 图 形 ( 图 3-26). 
25 $ = 1 са 2 
例 2 描绘 函数 y a 的 图 形 . 


. 3-26 
(т) = l -3 3 
Ю (1) 所 给 函数 flr) 9-5 的 定 
义 域 为 (- оо, + оо), 
由 于 
— х) = l Бый. 1 220: í 
ТС-ад 2 pr Р(х), 


所 以 РО), ЕВИ у 轴 对 称 . 因 此 可 以 只 讨论 [0, + о) Ей 
数 的 图 形 . 求 出 
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Ж е = Ый Sa s ; 
Го) е тет бе] 


(2) 在 [0,+co) 上 , 广 (z) 的 零点 为 x=0;F(z) 的 零点 为 zx=1. 用 点 zx=1 
把 [0, + co ) 划 分 成 两 个 区 间 {10,1] 和 [1, + co). 

(3) 在 (0,1) 内 ,f(xz)<0, 了 F(x)<0, 所 以 在 [0,1] 上 的 曲线 弧 下 降 而 且 是 
凸 的 .结合 六 (0)=0 以 及 图 形 关于 y 轴 对 称 可 知 ,x =0 处 函数 F(z) 有 极 大 值 . 

ЇЕ(1, +оо), (2) <0, (х) 0,202 1,4 со) БАА Д КЕШН 
хи. 


上 述 的 这 些 结果 ,可 以 列 成 下 表 : 


(4) 由 于 lim f(x) =0, 所 以 图 形 有 一 条 水 平 渐 近 线 y=0. 
(5) 算出 f(0)= 1, 1) = .从 而 得 到 函数 
2т хе 


V2 V2 
= l ыг 
> "бт 
图 形 上 的 两 点 M, (0—5 |я м. (1.6) жш /(2)= -二 -5 
Мт j V2ne Эхе" 


1 СЭРЭЭ 1 2 
1 21-55: .结合 ` : 9 = т 9 ӨӨ 
得 Mi a) (3) DINE IBA y= ое “在 [0,+ о) EM 
图 形 .最 后 ,利用 图 形 的 对 称 性 , 便 可 得 到 函数 在 ( ~ © ‚0] EREJE (E 3-27). 
у 
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例 3 描绘 函数 y=1+ 302 ,的 图 形 . 


(2 +3) 
解 (1) 所 给 函数 y= F(z) 的 定义 域 为 (- оо, -3),(—-3,+ co). 
36(3 – x) 72(х-06) 


Хаж O сн 


(2) 广 (z) 的 零点 为 =3;F(z) 的 零点 为 x=6;zr= -3 是 函数 的 间断 点 . 
点 z=-3.z=3 和 z=6 把 定义 域 划分 成 四 个 部 分 区 间 : 


(= со; =3), ( = 3⁄;31;,[3;61,16; + со), 
(3) 在 各 部 分 区 间 内 f(z) 及 (Ох) AA h R АО ЕЕ Л оу , 极 
值 点 和 拐点 等 如 下 表 : 


(4) 由 于 lim f( +) = l; lim f(x) = - ce ,所 以 图 形 有 一 条 水 平 渐 近 线 y=1 
和 一 条 铅 直 渐 近 线 x = -3. 
(5) 算出 xz =3,6 处 的 函数 值 : 


/(3) =4, /(6) = 3, 


从 而 得 到 图 形 上 的 两 个 点 : 
М,(3,4),М.(6.5 J. 
又 由 于 
/f(0)=1,f(-1)= -8,f(-9)= -8,f(-15)= - H, 
得 图 形 上 的 四 个 点 : _ 
М,(0,1), М.(-1,-8), 
М.(-9,-8), М.(-15--2) 


结合 (3) (94908048 ШШ ШЖ y= + 202. ЮИ 3-28 
所 示 ， 
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Hite F ЕРА Ер 

1. у=-р(х'-бх* +8х +17); 
2. УЛ 

3. y=e ` 


4. у= х? +; 


作为 曲率 的 预备 知识 , 先 介绍 弧 微分 的 概念 . | 
RAR F(z) 在 区 间 (e ,6) 内 具有 连续 导数 .在 曲线 y= /( L JR ДЕ д 
Mol zo, yo) 作为 度量 弧 长 的 基点 (图 3- 29) ,并 规定 依 х 增 大 的 方向 作为 曲线 


的 正 向 .对 曲线 上 任 一 点 M(z,y) ,规定 有 向 弧 段 人 ,以 的 值 ; (简称 为 弧 *)@ 如 
Fis 的 绝对 值 等 于 这 弧 段 的 长 度 , 当 有 向 弧 段 M。 防 的 方向 与 曲线 的 正 向 一 致 


O AHILE: M AM 的 值 也 常 记 作 Mo M., ir G Ma MERIR T i ga E, SRRA i DA BEAS fei. 
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BF s >0, 相 反 时 <0. 2,30 s 与 zx ffe ХЖ:5-5(2),01Н s(x) 是 x 
的 单调 增加 函数 .下 面 来 求 *(z) 的 导数 及 微分 . 
设 z,z+Azr 为 (ea,p) 内 两 个 邻近 的 点 ,它们 在 y 
曲线 y= f(x) 上 的 对 应 点 为 M, M (F 3 - 29) ,并 
设 对 应 于 х 的 增 量 Axz, 弧 s 的 增 量 为 As ,那么 
Аз = M, M- M.M = MM'. 


эг Г-(2)-(шал| "ше 


Ах Ах | MM | (Ах). 
кте; ЭР 
| ММ | (Ar) 


a= E) pe 
T | ММ' | . (À 


令 Ar—0 取 极 限 , 由 于 Ar—0 hi, M 一 M, 这 时 弧 的 长 度 与 纺 的 长 度 之 比 的 极 
限 等 于 1, 即 

lim ”一 一 一 一 三 
м-м | MM | 


. Ay , 
Х lim тту. 


因此 得 T= EJ. 
л 


由 于 s = s(xz) 是 单调 增加 函数 ,从 而 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 有 
| аѕз=ү1+ у?ах. (1) 
这 就 是 弧 微 分 公式 . 


二 、 曲 率 及 其 计算 公式 


”我们 直觉 地 认识 到 :直线 不 弯曲, 半径 较 小 的 圆 弯曲 得 比 半径 较 大 的 圆 厉害 
ж ,而 其 他 曲线 的 不 同 部 分 有 不 同 的 弯曲 程度 ,例如 抛物 线 y= >° 在 顶点 附近 
弯曲 得 比 远离 顶点 的 部 分 厉害 些 . 

在 工程 技术 中 ,有 时 需要 研究 曲线 的 弯曲 程度 . 例如 ,船体 结构 中 的 钢 梁 ,机 
床 的 转轴 等 ,它们 在 荷载 作用 下 要 产生 弯曲 变形 ,在 设计 时 对 它们 的 弯曲 必须 有 
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一 定 的 限制 ,这 就 要 定量 地 研究 它们 的 弯曲 程度 . 为 此 首先 要 讨论 如 何 用 数量 来 
描述 曲线 的 弯曲 程度 . 


3-30 3-31 
在 图 3 一 30 ФИН, MEM, M ERTH, MIARA М, 移动 


到 M, 时 ,切线 转 过 的 角度 о, ЖЖ, ВЕ, М, АВН, 8 o, 就 比 
БЭ. 

但 是 ,切线 转 过 的 角度 的 大 小 还 不 能 完全 反映 曲线 弯曲 的 程度 . 例如 ,从 图 
3-31 PANAH Ена М, М, Ж, N 尽管 切线 转 过 的 角度 都 是 р, 
而 弯曲 程度 并 不 相同 , 短 弧 段 比 长 驱 段 弯曲 得 厉害 些 .由 此 可 见 ,曲线 弧 的 弯曲 
程度 还 与 弧 段 的 长 度 有 关 . 

按 上 面 的 分 析 ,我 们 引入 描述 曲线 弯曲 程度 的 曲率 概念 如 下 . 

设 曲 线 C 是 光滑 的 @, 在 曲线 C 上 选 定 一 点 M. 作为 度量 弧 s 的 基点 . 设 曲 
线 上 点 M 对 应 于 弧 * ,在 点 M 处 切线 的 倾角 为 a。 (这 里 假定 曲线 C 所 在 的 平面 
上 已 设立 了 хОу 坐标 系 ) ,曲线 上 另外 一 点 МЭНШ у 
于 弧 y+As ,在 点 M 处 切线 的 倾角 为 a+ Aa ( 3- 
32), ЖА, Е ММК I Asl, 24290 ЯМ M 移 
动 到 M 时 切线 转 过 的 角度 为 |Aa|. 


тяни ааг. 即 单位 弧 段 上 切线 转 过 的 角 
度 的 大 小 来 表达 弧 段 MM' 的 平均 弯曲 程度 ,把 这 比 О 


值 叫做 弧 段 MM 的 平均 曲率 ,并 记 作 K , Bl | 3z% 
т _ | Ла 
К = ||. 


类 似 于 从 平均 速度 引进 瞬时 速度 的 方法 , 当 As 一 0 时 ( 即 M' 一 M 时 ), 上 
述 平均 曲率 的 极限 叫做 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 , 记 作 天 , 即 


Ф 当 曲 线 上 每 一 点 处 都 具有 切线 . 旦 切线 随 切 点 的 移动 而 连续 转动 ,这样 的 曲线 称 为 光 浴 曲线 ， 
a 4 8: 


在 lim 22 = СЕЯТ, K 也 可 以 表示 为 


da 
“| (2) 


对 于 直线 来 说 ,切线 与 直线 本 身 重合 , 当 点 沿 直线 移动 时 ,切线 的 倾角 аж 
变 (图 3-33),Aa = 0,22 = 0, 从 而 к= ||=0. 这 就 是 说 ,直线 上 任意 点 M 


ds 
处 的 曲率 都 等 于 零 , 这 与 我 们 直觉 认识 到 的 “直线 不 弯曲 "一致 . 
设 圆 的 半径 为 a ,由 图 3- 34 可 见 圆 在 点 M 、M' 处 的 切线 所 夹 的 角 Да 等 


тфа МОМ’ 48.2 МЮМ' = 2°, т 


К = 


Аз 

Aa a _1 

As As а? 

. s a 
3-33 3-34 


因为 点 M 是 圆 上 任意 取 定 的 一 点 ,上 述 结论 表示 圆 上 各 点 处 的 曲率 都 等 于 半 
а 的 倒数 二 ,这 就 是 说 , 圆 的 弯曲 程度 到 处 一 样 , 且 半 径 越 小 曲率 越 大 , 即 加 


弯曲 得 越 厉害 . | 

在 一 般 情况 下 ,我 们 根据 (2) 式 来 导出 便于 实际 计算 曲率 的 公式 . 

设 曲 线 的 直角 坐标 方程 是 y= f(x), 且 f(xz) 具 有 二 阶 导 数 ( 这 时 f(x) 连 
续 , 从 而 曲线 是 光滑 的 ). 因 为 tan a = yy ,所 以 


вес? da 2200” 
а-— = 
dr >° 
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于 是 da =— adr. 


I+ y 
又 由 (1) 知 道 4848-4714 Уу 4х. 
从 而 ,根据 曲率 K 的 表达 式 (2), 有 
K = ту (3) 
设 曲 线 由 参数 方程 
х= e(t), 
у= Ф(1) 
ZA h , AT A A h 27у # Ej ХЕ ОРАК ЕРЕ, КН у, Ку", RAGE 
得 
| ёс (:3411)-ф (:)41(4)| 
“ашыт ша к 
例 1 计算 等 边 双 曲线 zy =1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 . 
解 由 y= 二 ,得 
ge 
х 2 
因此 ， | »1.45-1,У1, 52. 
把 它们 代入 公式 (3), 便 得 曲线 zy= 工 在 点 (1,1) 处 的 曲率 为 
| Юа ниш E 
С) 1992 


例 2 抛物 线 у= air+pz+ec 上 哪 一 点 处 的 曲率 最 大 ? 
Й Шузах + bz + c, 18 
у =2artb, y =2а, 
代入 公式 (3), 得 
T [2а | 
K- ir Garth) 1757 
因为 K 的 分 子 是 常数 12a |, 所 以 只 要 分 母 最 小 , K 就 最 大 . 容易 看 出 , 当 
2ar + b=0, 即 z= -元 时 ,K 的 分 母 最 小 ,因而 K 有 最 大 值 |241. 而 z= -之 


2a 
所 对 应 的 点 为 抛物 线 的 顶点 .因此 ,抛物线 在 顶点 处 的 曲率 最 大 . 
在 有 些 实 际 问题 中 ,|y | 同 1 比较 起 来 是 很 小 的 (有 的 工程 技术 书 上 把 这 种 
关系 记 成 |y | 入 1) ,可 以 忽略 不 计 . 这 时 ,由 
1+ yal, 
而 有 曲率 的 近似 计算 公式 
+ 173: s 


| у | x 
К = уух | y |. 
(1+y `)” Ë 


这 就 是 说 , 当 |y «І, ИЖ K 近似 于 |y|. 经 过 这 样 简化 之 后 ,对 一 些 复 杂 
问题 的 计算 和 讨论 就 方便 多 了 


三 、 曲 率 圆 与 曲率 半径 


设 曲线 y= f(z) 在 点 M(xz,y) 处 的 曲率 为 K(K 半 0). 在 点 M 处 的 曲线 
的 法 线 上 ,在 四 的 一 侧 取 一 点 DIDM = Esp 


以 也 为 圆心 ,po 为 半径 作 圆 (图 3-35) ,这 个 圆 叫 做 曲 
线 在 点 M 处 的 曲率 圆 ,曲率 圆 的 圆心 D 叫做 曲线 在 
点 M 处 的 曲率 中 心 ,曲率 圆 的 半径 o 叫做 曲线 在 点 
M 处 的 曲率 半径 . 

按 上 述 规定 可 知 ,曲率 圆 与 曲线 在 点 M 有 相同 © 
的 切线 和 有 曲率, 且 在 点 M 邻近 有 相同 的 止 向 .因此 ， 3-35 
在 实际 问题 中 ,常常 用 曲率 圆 在 点 M 邻近 的 一 段 贺 
弧 来 近似 代替 曲线 弧 ,以 使 问题 简化 . 

按 上 述 规定 .曲线 在 点 M 处 的 曲率 人 (天 和 0) 与 曲线 在 点 M 处 的 曲率 半 
径 p 有 如 下 关系 : 


这 就 是 说 :曲线 上 一 点 处 的 曲率 半径 与 曲线 在 该 点 
处 的 曲率 互 为 倒数 . 

з 设 工件 内 表面 的 截 线 为 抛物 线 у= 
0.42” (图 3-36). 现 在 要 用 砂轮 磨 削 其 内 表面 . 
问 用 直径 多 大 的 砂轮 才 比 较 合适 ? 

їй ”为 了 在 磨 肖 时 不 使 砂轮 与 工件 接触 处 附 
近 的 那 部 分 工件 磨 去 太 多 ,砂轮 的 半径 应 不 大 于 抛 
物 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 .由 本 节 例 2 知 图 3-36 
道 ,抛物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 最 大 ,也 就 是 说 ,抛物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 半径 最 
小 .因此 ,只 要 求 出 抛物 线 y=0.4x’ 在 顶点 O(0,0) 处 的 曲率 半径 . 由 

y =0.8z, y =0.8, 
而 有 у 1,:0=0, y|, = 0.8. 
把 它们 代 和 人 公式 (3) ,得 
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K=0.8. 
因而 求 得 抛物 线 顶 质点 处 的 曲率 半径 


варе 


所 以 选用 砂轮 的 半径 不 得 超过 1.25 单位 长 , 即 直径 不 得 超过 2.50 单位 长 . 
对 于 用 砂轮 磨 削 一 般 工件 的 内 表面 时 ,也 有 类 似 的 结论 , 即 选用 的 砂轮 的 半 
径 不 应 超过 这 工件 内 表面 的 截 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 . 


“四 、 曲率 中 心 的 计算 公式 渐 届 线 与 渐 伸 线 


设 已 知 曲 线 的 方程 是 y= f(zx), 且 其 二 阶 导数 уда 不 为 零 , 则 曲线 在 
对 应 点 M(z,y) 的 曲率 中 心 D(a,8) 的 坐标 为 
s UE 
5 | T E (5) 


Ва =. 
这 是 因为 ,曲线 y= f(x) 在 点 M(x,y) 的 曲率 圆 的 方程 为 
(£—a) +(n- В) = 02, 
Жр е, 是 曲率 圆 上 的 动 点 坐标 , 且 


1 1 二 „2\3 
7 
因为 点 M 在 曲率 圆 上 ,所 以 | 
| (x-a) + (у- 8) = o°; К 
又 因为 曲线 在 点 M 的 切线 与 曲率 圆 的 半径 DM 相 垂直 (图 :3 一 35) ,所 以 
a= x+. (7) 
© yR’ . 


由 (6) 和 (7) 消 去 工 - z T 
Ё 2 p шээс? 
由 于 当 交 >0 ва Д, у - 8 <0; у" <0 Д, - 8>0. 


总 之 ,y 与 y?- 8 异 号 .因此 取 上 式 两 边 的 平方 根 ,得 ， 
1 + y ° 


: i жере s 

Х шт этэ 
357 | плаз a= =y (5-8) = 2—7 = л 

从 而 有 公式 (5). 
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当 点 (zx ,f(z)) 沿 曲线 C 移动 时 ,相应 的 曲率 中 心 D 的 轨迹 曲线 G 称 为 曲 
RC 的 渐 届 线 ,而 曲线 C 称 为 曲线 G 的 渐 伸 线 (图 g 
3 一 37). 所 以 曲线 y= 7 ) 的 渐 册 线 的 参数 方程 为 


Ro 


其 中 yera = (КЕ aie 为 参数 ， 
直角 坐标 系 «Ор Ч хОу 坐标 系 重合 . 


例 4 求 摆 线 
: X=a(t— sint), | 
у= а(1- cost) 图 3-37 
的 渐 届 线 方程 . 
解 E= а(1- сов г), = asin г, 
dy sin £ 


cos 1-1 
4(1-со84) _ | 1 | 
© а(1-созг)_ all- cos z) ` 


将 这 些 结果 代入 (8) 式 并 化 简 ， , 便 得 押 线 的 产 届 线 的 参数 方程 


a=a(t+sin t), 
В = а(соѕ t — 1), (2 
Hp 为 参数 ， 直角 坐标 系 «Од 与 xOy 坐标 系 重合 .为 了 作出 渐 届 线 (9) , 令 
t=nt + ,代入 (9) 式 得 
а-па = а(т – ѕіп т), 
|@+2ва Ë a (1 — соз T), 
表 令 a 一 xa=&,B+2a= qq, W | 
š ё=а(т—5пг), (10) 


= а(1- cos т). 
在 新 坐标 系 EO, 7 中 ,曲线 (10) 为 一 摆 线 ,其 中 新 坐标 系 EO, у НІНА А хОу 
平移 到 新 原点 O, (ка, – 2a ) 得 到 .由 此 可 知 摆 线 的 渐 届 线 仍 为 一 摆 线 ,如 图 
3 一 38 所 示 ， 
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习 题 3-7 


ЖЭ 422 + y=4 在 点 (0,2) 处 的 曲率 . 

. RR y= In sec х 在 点 (zx,y) 处 的 曲率 及 曲率 半径 . 

, 求 抛物 线 y= х? — 4x + 3 在 其 顶点 处 的 曲率 及 曲率 半 和 名 . 

š 求 曲 线 х = acos t ‚у= asin’ t E t= t, 相应 的 点 处 的 曲率 . 

‚ 对 数 曲 线 y= ln z 上 哪 一 点 处 的 曲率 半径 最 小 ? 求 出 该 点 处 的 曲率 半径 . 


6. ЕЩЕ у= ach ZER, ERARE ERL. 


л + V-N e 


7. АВН у= тулуу у MEEME ,单位 为 m) 作 俯冲 飞行, 在 坐标 原点 


O 处 飞机 的 速度 为 w=200 m/s. 飞 行 员 体重 G = 70 kg. 求 飞机 俯冲 至 最 低 点 即 原点 O 处 时 
坐 椅 对 飞行 员 的 反 力 . 

”8. 汽车 连同 载重 共 5 t, 在 抛物 线 拱桥 上 行驶 ,速度 为 21.6 km/h, 桥 的 跨度 为 10 m, 拱 的 
矢 高 为 0.25 m (图 3 一 39). 求 汽车 越过 桥 顶 时 对 桥 的 压力 


3 – 39 


`9. 求 曲线 y= In z 在 与 轴 交 点 处 的 曲率 加 方程 
0. 求 曲线 y=tan z 在 点 ( 王 ,1 ) 处 的 曲率 加 方程 ， 
"П. 求 抛物 线 y = 2pr 的 渐 届 线 方程 
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第 八 节 方程 的 近似 解 


在 科学 技术 问题 中 ,经 常会 遇 到 求解 高 次 代数 方程 或 其 他 类 型 的 方程 的 问 
题 .要 求 得 这 类 方程 的 实 根 的 精确 值 ,往往 比较 困难 ,因此 就 需要 寻求 方程 的 近 
似 解 . | 

求 方程 的 近似 解 ,可 分 两 步 来 做 . 

第 一 步 是 确定 根 的 大 致 范围 .具体 地 说 ,就 是 确定 一 个 区 间 [a ,5], 使 所 求 
的 根 是 位 于 这 个 区 间 内 的 唯一 实 根 . 这 一 步 工作 称 为 根 的 隔离 ,区 间 [a ,6] 称 为 
所 求实 根 的 隔离 区 间 .由 于 方程 F(z) = 0 的 实 根 在 几何 上 表示 曲线 y= f(z) 与 
z 轴 交 点 的 横 坐 标 ,因此 为 了 确定 根 的 隔离 区 间 , 可 以 先 较 精 确 地 画 出 у= 
f(z) 的 图 形 , 然 后 从 图 上 定 出 它 与 x 轴 交 点 的 大 概 位置 . 由 于 作 图 和 读数 的 误 
差 , 这 种 做 法 得 不 出 根 的 高 精确 度 的 近似 值 ,但 一 般 已 可 以 确定 出 根 的 隔离 
БН. ЭР” 

第 二 步 是 以 根 的 隔离 区 间 的 端点 作为 根 的 初始 近似 值 ,逐步 改善 根 的 近似 
值 的 精确 度 ,直至 求 得 满足 精确 度 要 求 的 近似 解 .完成 这 一 步 工 作 有 多 种 方法 ， 
这 里 我 们 介绍 两 种 常用 的 方法 一 一 二 分 法 和 切线 法 ,按照 这 些 方法 ; 编 出 简单 的 
程序 ,就 可 以 在 计算 机 上 求 出 方程 足够 精确 的 近似 解 . 


— 1 
设 f(z) 在 区 间 [a ,6] 上 连续 ,f(a)*f(5)<0, 且 方程 r=0 在 (a;5) 内 
仅 有 一 个 实 根 ,于 是 [a ,5] 即 是 这 个 根 的 一 个 隔离 区 间 ， 
取 [a,6] 的 中 点 = 252, (е). 


ШЖ CE )=0, 那 么 £=&,; 
ШЖ (2) 5 F(a) 同 号 ,那么 取 ai =£ b = Б, (а) f(b1)<0, 即 知 


а,<ё<%,,Н. &, а= 50-а): 
如 果 (2) 5 FL6) 同 号 ,那么 取 a =a,b = 6, BA a <£<b K b, a, 


(b-a); 


= 
2 


总 之 , 当 EFE, 时 ,可 求 得 а<&<0,,8 bi Tdi зэ (b-a). 


以 [ai b ] 作 为 新 的 隔离 区 间 ,重复 上 述 做 法 , 当 e+e = (а, + bi )BF, ЕТ 
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求 得 а„<ё<ЬЪ,,Н. — = (6-а). | 
如 此 重复 n K, ARa, < £<b, B. Ь, -а, = 元 (6 -a). 由 此 可 知 ,如 果 


以 a, Rb, EHE 的 近似 值 ,那么 其 误差 小 于 却 (6 sa): 


例 1 用 二 分 法 求 方程 xz*+1.1x?+0.9x 一 1.4=0 的 实 根 的 近似 值 ,使 误 
差 不 超 过 100. 
R 令 f(r)=x 41.1: 40.9х-1.4, 889 f(z=)#E(-— oo, + oo) р 
连续 . | 

H (х) = 32° +2.2х +0.9,#{ Ж | 5В" -4АС-2.2-4хХ3Х0.9- 
-5.96<0,% 广 (z)>0. 故 .F(z) 在 (- co,+co) 内 单调 增加 ,jF(z)=0 至 多 有 
一 个 实 根 . 

H /(0)= 一 1.4<0,f(1)=1.6>0, 知 f(z)=0 在 [0,1]j] 内 有 唯一 的 实 根 . 
取 a=0,6=1,[0,1] 即 是 一 个 隔离 区 间 . 

计算 得 : 

& =0.5, f(&,)= ~ 0.55<0,# а, =0.5,b,=1; 

&,=0.75, /(,) =0.32>0,# а,=0.5,5,=0.75; 

&,=0.625,f(&,)= -0.16<0, 故 ai=0.625,0 =0.75; 

&,=0.687, ((6,)-0.062»0,  а,-0.625,8,-0.687, 

2, = 0.656, f(ë,)= -0.054<0, 故 a,=0.656,b, =0.687; 

Ё,-0.672, /(6,)-0.005»0, 8 а, =0.656, b, =0.672; 

Ё,-0.664, /(&,) = – 0.025<0,#& a, =0.664,6, =0.672; 

6, = 0.668, /(&,) = – 0.010<0, #& а, =0.668, b, =0.672; 

6,= 0.670, /(&,) = – 0.002<0, # а, = 0.670, 6, = 0.672; 

610 = 0.671, (2) =0.001>0,# а, =0.670, b = 0.671. 
于 是 0.670< 2<0.671. 
BP 0.670 作为 根 的 不 足 近似 值 ,0. 671 作为 根 的 过 剩 近似 值 ,其 误差 都 小 于 


10 °. 
二 、 切线 法 
设 Az) 在 [a,5] 上 具有 二 阶 导 数 ,f(a).f(5)<0 且 了 (xz) 及 了 f(z) 在 


O 按 本 例 误差 不 超过 10 的 要 求 ,计算 时 只 取 3 位 小 数 . 
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[a,b] 上 保持 定 号 .在 上 述 条 件 下 ,方程 f(xz)=0 在 (a， 4) 内 有 唯一 HKR E, 


[a ,5] 为 根 的 一 个 隔离 区 间 . 此 时 ,> = f(x) 在 [a， 6] 上 的 图 形 AB 只 有 如 图 
3 一 40 所 示 的 四 种 不 同情 形 . | 


(а) (а) <0, 306) »0 (b) а) >0, 05) «0 
f(z)>0,f(z)>0 f(z)<0,fF(z)>0 


(с) f(a)<0,f(b)>0 (4) f(a)2>0,f(b)<0 
Бан A | f(z)<0,F'(z)<0 


图 3-40 


2 J: FI H 22 3k — dia BY D ER RE AREF Bi ЖШ, A IRR tH Jy FE ЗАЯ ВОЈИНА. АН 
方法 叫做 切线 法 . 从 图 3 - 40 中 看 出 ,如 果 在 纵 坐 标 与 (zx) 同 号 的 那个 端点 
(此 端点 记 作 (zu ,f(zo))) 作 切线 ,这 切线 与 z: 轴 的 交点 的 横 坐 标 .zi 就 比 хл, 更 
接近 方程 的 要 ё®. | 


Ф 如 图 3-41 所 示 ， 如 果 把 切线 作 在 纵 兴 标 与 广 (> ) 异 号 的 那个 半点 ， 就 不 能 保证 切线 与 х 轴 的 交 
мине хү цн a HË O 更 接近 于 方程 的 根 人。 
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ТШД 3 – 40(с): (а) <0, #00) >20, (х) >20, f (x)< 0 HJE A BË 
行 讨论 .此 时 因为 (а) 5 f(z) 同 号 ,所 以 令 zo =a Ет (ту, f Cro) EH 
线 ， 这 切线 的 方程 为 

y Р(х) = f (ха) (х - ту). 
$ у=0 ,从 上 式 中 解 出 x, 就 得 到 切线 与 > 轴 交 点 的 模 坐标 为 


_ _ / (хь) 
Хүүг Хү f (z) ' 
它 比 ro 更 接近 方程 的 根 5， | 
再 在 点 (zi,F(zi)) 作 切线 ,可 得 根 的 近似 值 zx: .如 此 继续 ,一般 的 ,在 点 
(z, -ij(zs-i)) 作 切线 ,得 根 的 近似 值 _ 
| Рр. | 
= + ГЄ], | (1) 
ШЖ f(5) 与 (zxz) 同 号 ,切线 作 在 端点 B (Е 3-40 情形 (a) 及 (d)) ,可 
记 ze =5, 仍 按 公 式 (1) 计 算 切 线 与 x 轴 交 点 的 横 坐 标 . 
例 2 用 切线 法 求 方程 + 1.122 +0.9z-1.4= 0 的 实 根 的 近似 值 ， 使 误 
差 不 超 过 10 2. | 
解 m +1.1х°+0.9х-1.4. 由 例 ЯО, ан 
18]. /(0)<0,/(1) >0. 
在 [0,1] 上 ， 
/'(х)=3х*+2.2х +0.9>0, 
f(r)=6xr+2.2>0, 
放 f(z) 在 [0， 1] 上 的 图 形 属于 图 3 - 40 中 情形 (a). 按 f(z) 与 f(1) 同 号 ,所 以 
令 zu =l. 
连续 应 用 公式 (1) ,得 
zi =1--Буууле0.738; 


1 _ f(0.738) _ | 
z, = 0.738 - Pr -738 ~0.674; 
E E 人 20.671; 
Ф, =0.671 - 0:870 20.671. 


至 此 , 计算 不 能 再 继续 .注意 到 /(х,) (¿= 0,1,0) 5 /(:3ї 8,5 
f(0.671) >0, 经 计算 可 知 f(0.670)<0, 于 是 有 
0.670< £<0.671. 
以 0.670 或 0.671 作为 根 的 近似 值 ,其 误差 都 小 于 102. 
4181. 


2) ЮМ 3-8 
1. 试 证 明 方 程 х" — 3° нааж цадиг ман 的 实 根 ， 并 用 分 法 求 这 个 
根 的 近似 值 ,使 误差 不 超过 0.01. 
2. 试 证 明 方程 xx +5х + 1=0 在 区 间 ( - 1,0) 内 有 唯一 的 实 根 ， 并 用 切线 法 求 这 个 根 的 
近似 值 , 使 误差 不 超过 0.01. 


3. 求 方程 zx +3z -1=0 的 近似 根 , 使 误差 不 超过 0.01.， 
4. RIE zlg z = 1 的 近似 根 ; 使 误差 不 超过 0.01.， 


总 习题 三 


1. 填空 : | | г | | 
Ён k>0, ай /(z)= ns- 三 在 (0， + oo) 肉 零点 的 个 数 为 бусы 


2. 选择 以 下 两 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 -一 个 正确 的 结论 : 

(1) 设 在 [0,1] 上 (х) >20, А0) £(0),/(1),f(1)- гоа 700) 一 АУЛА ВА 
顺序 为 ( Jeor | Ч 

СА) (у> (о)>га)- FO). сев) оза) = FOSFO. 

(С) 10-10) »/(1) > (0). (D) f° (1)>7(0)- f(1)> f£ (0). 

(2) 设 F(zo)=7(zo)=0,fr(zo)>0, 则 ( 0. 

(A) 了 (zo) 是 f(z) 的 极 大 值 ， (B) f(zxo) 是 A(z) 的 极 大 值 . 

CO). #\хь.)® 7(z) 的 极 小 值 ， 00) (xa, F(zo)) 是 曲线 y= ГС). 

з. 列举 一 个 函数 f(x) 满足 : Kaylla, 4b] 上 连续 ,在 (a， 6) 内 除 某 一 点 外 处 处 可 导 , 但 
在 (a,6) 内 不 存在 点 ,使 /(5)- Ка) = f ()(6ь-а). 

4. 设 limf 了 (xz)=%, 求 lim[ f(z+a)- f(z)]. 

5. 证 明 多 项 式 /(z)= zx? -3z+a 在 [0,1] 上 不 可 能 有 两 个 零点 . 


6. Wa tto 


Лав хал эн taa 
在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 零点 O 
“7. 设 fz) 在 [0,a] 上 连续 ， 在 (0,4) 内 可 导 ， н ,证明 存 在 一 点 £E (0,а), fE 
хи 0. | 
`8. #0<а<ь, 函数 yaku, ЯҮТ”Э Ф (а, DATS, 试 利用 柯 西 中 值 定理 ， 证 明 
存在 一 一 点 E (а, b), 使 


Р) ба) = 67 00 2. 
9. Ж (х) el ае, H 7 (х) < (x), WER: хра t, f(x) f(a)| 
， 182 ` . 


<g(x)- gla). 
10. 求 下 列 极限 : 


x — х" 
(1) lim l- 2+1 z; 

: 1 1 
(2) im| T = |: 


(3) Шт (Z arctan х ) ; 


(4) lim[(a, + Е. ++ а) лш (其 中 CC2， ”CQn >0). 
11, 证 明 下 列 不 等 式 ， 


ЭГ ' 
tan т, T2 


(1) 当 0< zi< zz< 万 时 ， 


, 
tan Zi Tı 


(2) 34 x>>0 时 ,In(1 + zx) > 2253, 


т : 
(3) 当 e<a<b<e 时 ,ln b-n? a> (b= a). 


12. 设 a>1,f(z)=a' -ar El- о, +o) KREAN rla) a 为 何 值 时 ,x(a) 最 
小 ? 并 求 出 最 小 值 . 

13. ЖЇИЙ r- zy+ у =3 上 纵 坐 标 最 大 和 最 小 的 点 . 

14, ЖИ ВОЙ. | 

15. ЖЕЗ у= sin х (0< zx<x) 上 哪 一 点 处 的 曲率 半径 最 小 ? 求 出 该 点 处 的 曲率 半径 . 

16. 证 明 方 程 x* -5x -2=0 只 有 一 个 正 根 ,并 求 此 正 根 的 近似 值 ,精确 到 107°. 

“17. 设 六 (zo) 存 在 ,证 明 | 


lim Се t h) + Ото) — 2f(zo) 


ын n =f (zx). 


` 18. 设 5 (е) Е,Н f(r) = f (x)= = f” (хо) = 0, EA 
Хбх) = olle- хо)" ] (х-к). | 
19. 设 f(z) 在 (a,65) 内 二 阶 可 导 , 且 (х) 20. EAF, b) REBRA zi .zz 及 
0<:<1,8 | 
* Ла о) + о JKU- 2) (zi) + f(x); ШИК 
20. 试 确定 常数 a Б, /(х)= с (а + bcos r)sin x 为 当 z 一 0 时 关于 x 的 5 阶 无 
穷 小 . 
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第 四 章 不 定 积 分 


在 第 二 章 中 ,我 们 讨论 了 如 何 求 一 个 函数 的 导 函 数 问题 ,本 章 将 讨论 它 的 反 
问题 , 即 要 寻求 一 个 可 导 函 数 ,使 它 的 导 函 数 等 于 已 知 函 数 .这 是 积分 学 的 基本 
问题 之 一 . 


第 一 节 222 


_ 、 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 


定义 1 如 果 在 区 间 Е, е F(x) 的 导 函 数 为 /(x), 即 对 任 一 
zE 了 ,都 有 | 
F(z)=f(z) 或 dF(x)= f(zr)dz, 
那么 函数 下 (z) 就 称 为 F(z)( 或 f(x)dz) 在 区 间 I 上 的 原 函 数 . 
例如 , 因 (sin z) =ceosz, 故 sin х 36 cos х 的 一 个 原 函 数 . 
又 如 当 z€ (1, + со) },. 


И т итче а = 
Ж In( + + / xr- DE =MG, + оо) N РЕЖ. 


关于 原 函 数 ,我 们 首先 要 问 :一 个 函数 具备 什么 条 件 ,能 保证 它 的 原 函 数 一 
定 存在 ? 这 个 问题 将 在 下 一 章 中 讨论 ,这 里 先 介绍 一 个 结论 . 
原 函 数 存在 定理 ”如 果 函 数 (ERA I 上 连续 ,那么 在 区 间 ! 上 存在 
可 导 范 数 F(z) ,使 对 任 一 zE 工 都 有 | 
Е(х)= /(х). 
简单 地 说 就 是 :连续 函数 一 定 有 原画 数 ， 
下 面 还 要 说 明 两 点 . 

第 一 ,如 果 f(z) 在 区 间 I 上 有 原 函 数 , 即 有 一 个 函数 下 (xz), 使 对 任 一 
хЄ1,# # Е'(х)= f(x), 那 么 ,对 任何 常数 C, 显 然 也 有 | 
[F(x)+C] = f(x), 

即 对 任何 常数 C ,函数 F(z)+ C 也 是 f(z) 的 原 函 数 .这 说 明 , 如 果 F(z) 有 一 
个 原 函 数 ,那么 f(z) 就 有 无 限 多 个 原 函 数 . 
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SMREKA I 上 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 西数 ,那么 f(z) 的 其 他 原本 
数 与 F(x) 有 什么 关系 ? 
Ë Ф(х)Ж f(z) 的 另 一 个 原 函 数 ， 即 对 任 一 EIA 
Ф'(х)= (х), 
于 是 
| [Ф(х)-Е(х)]' = Ф'(х)- F'(z)= f(z=)- f(z=)=0. 
在 第 三 章 第 一 节 中 已 经 知道 ,在 一 个 区 间 上 导数 恒 为 零 的 函数 必 为 常数 ,所 以 
Ф(х)-Е(5)-С, (C, 为 某 个 常数 ). 
这 表明 B(z) 与 F(z) 只 差 一 个 常数 .因此 , 当 C 为 任意 的 常数 时 ,表达 式 
| F(z)+ C 
就 可 表示 f(x) 的 任意 一 个 原 函 数 .也 就 是 说 , f(z) 的 全 体 原 函 数 所 组 成 的 集 
合 ,就 是 函数 族 
[F(z=)+ C| - о<С< + о}, 
由 以 上 两 点 说 明 ,我 们 引进 下 述 定义 ， . 
定义 2 在 区 间 1 上 , Өй /(x) 的 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 称 为 (zz) 
(或 F(z)dz) 在 区 间 I 上 的 不 定 积分 , 记 作 


其 中 记号 | 称 为 积分 呈 , f(x) 称 为 被 积 画 数 ,f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ,z 称 为 


积分 变量 . 
由 此 定义 及 前 面 的 说 明 可 知 , 如 果 F(z)Ë f(r) 在 区 间 I L ñ — 154 
数 , 那 么 Е(х)+ C 就 是 f(z) 的 不 定 积分 , 即 


| f(z=)dzr = Е(х)+ С. 
因而 不 定 积分 | 7(z)dz 可 以 表示 7(z ) 的 任意 一 个 原 函 数 ， 
例 1 Se | E | 
Р аж(5 г) == ,所 以 气 是 zz 的 一 个 原 函 数 . 因此 
| 5 
812 R | az. 
8 当 z>0 时 ,由 于 (In z) = 十, 所 以 nz ELECO, + о) 
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数 . 因 此 ,在 (0, + оо), 
[= іх = |а z + С. 


当 z<0 时 ,由 于 [in( 一 z)] = 二 (一 ])= 直 ,所 以 In( - z) 是 上 在 ( - oo,0) 
内 的 一 个 原 函 数 .因此 ,在 ( — co ,0) 内 ， 
[dr=In(~z)+C. 
把 在 x>0 Ж х<0 内 的 结果 合 起 来 ,可 写作 
| | Haz =1п|х[ + C. 
例 3 设 曲线 通过 点 (1,2), 且 其 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 这 点 横 坐 标的 
两 倍 , 求 此 曲线 的 方程 
解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y= f(x), 按 题 设 ,曲线 上 任 一 点 (x+,y) 处 的 切 
线 斜率 为 


М | dy _ 
| о dx кы 


Вр /(х)Ж2х 的 一 个 原 函 数 . | 
办 为 |2za2= + C, 
故 必 有 某 个 常数 C 使 F(z)= z2 + C, 即 曲线 方程 为 y= z? + G. 因 所 求 曲线 通 
过 点 (1,2) , 故 
2=1+C,C=1. 
于 是 所 求 曲线 方程 为 | 
. у=х +1. | | 
函数 f(z ) 的 原 函 数 的 图 形 称 为 F(z) 的 积分 曲线 .本 例 即 是 求 函数 2z 的 
通过 点 (1,2) 的 那 条 积分 曲线 .显然 ,这 条 积分 曲线 可 以 由 另 一 条 积分 曲线 (例如 
у= х?*)# у 轴 方 向 平移 而 得 (图 4—1). 
例 4 质点 以 初速 度 o 铝 直 上 抛 ,不 计 阻 力 , 求 它 的 运动 规律 。 6 
解 ” 所 谓 运 动 规律 ,是 指 质点 的 位 置 关于 时 间 ; 的 函数 关系 .为 表示 质点 的 
位 置 , 取 坐标 系 如 下 ;把 质点 所 在 的 铅 直线 取 作 坐标 轴 ,指向 朝 上 , 轴 与 地 面 的 交 
点 取 作 坐 标 原点 . 设 质点 抛 出 时 刻 为 “= 0, 当 := 0 时 质点 所 在 位 置 的 坐标 为 
ro ERTA e 时 坐标 为 x (图 4-2),x = zx(i) 就 是 要 求 的 函数 . 
按 导数 的 物理 意义 知道 ， 


22.01) 


ОЖ El 22] 1 时 向 上 运动 的 速度 (如 果 v(1)<0, 那 么 运动 方向 实际 朝 下 ). 
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| | Г dr du _ i 
又 知 ара 
即 为 质点 在 时 刻 + 时 向 上 运动 的 加 速度 , 按 题 意 , 有 а(:)= – е, Вр 
| dv _ 2 


j -ge RF = 一 8 
ЖЖ v). 90 = – g, u(t) 是 (一 g) 的 原 函 数 , 故 


v(t)= | (-g)dt= +С, 
H 0(0) = wo, 得 vo 三 Ci, 于 是 


v(t)=— gt+ v. 


БЖ RON -о(:).Ш (08 (2) 的 原 函数 , 故 


х(1)5 | v(t)dt = |Get оо); = -jer + vot + C3, 
H z(0) = zo, 得 x, = C, ,于 是 所 求 运动 规律 为 
х= -Fat + + хон Є[0,Т], 


其 中 了 表示 质点 落地 的 时 刻 . 
从 不 定 积分 的 定义 , 即 可 知 下 述 关系 : 


由 于 | 7(z)dz 是 7(z) 的 原 函数 ,所 以 
| [содае |= у(х), 
或 аса |= сда: 


又 由 于 F(z) 是 F(z) 的 原 函 数 ,所 以 
| F(z)dz=F(z)+ C, 
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(1) 


或 记 作 
| daF(z)= Fla) + С. (2) 
由 此 可 见 ,微分 运算 (以 记号 d 表示 ) 与 求 不 定 积分 的 运算 (简称 积分 运算 ， 
以 记号 | 表示 ) 是 互 逆 的 . 当 记号 | 与 d 连 在 一 起 时 ,或 者 抵消 ,或 者 抵消 后 差 一 
个 常数 . 


二 、 基 本 积分 表 


既然 积分 运算 是 微分 运算 的 逆 运 算 ,那么 很 自然 地 可 以 从 导数 公式 得 到 相 
应 的 积分 公式 . 


йй, |2 


| = ^Ш a zx 的 一 个 原 函数 ,于 是 
j: rdz= ET+C (a> — 1). 

类 似 地 可 以 得 到 其 他 积分 公式 . 下面 我 们 把 一 些 基本 的 积分 公式 列 成 一 个 
表 , 这 个 表 通 常 叫做 基本 积分 表 . 


ы (k 是 常数 )， 
Ofe а= +С (Ap 天 一 1)， 
ə[=- =1а|х| +C, 


© | arctan х + C, 


о | dx =arcsin т + C, 
р li- r? 


@ | cos хах = ѕіп х +С, 


КРЫ хіх = – соѕ х + С, 


© [ ©т- 8ёс хах = тап z+ C, 
cos: л 
dz ` : 
а. cs хіх = —cot z+ С, 
sin” z 


@ | se хіап хах = ѕес r + C, 
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Ф | сс хсої хах = -сзсх+С,. 
оао, 


f о | аах = + C. 
na 
以 上 十 三 个 基本 积分 公式 是 求 不 定 积分 的 基础 ,必须 熟 记 ,下 面 举 几 个 应 用 
大 函数 的 积分 公式 @ 的 例子 . 


例 5 ж р. 


dz _ -3 "=. хэ" 2322 1 
解 [== | > dr=—sr*t C = А 


81 6 * | х ухах. 


517 *| =. 


d -3 _ 1 
Ж [езе] колеш Жш 


= ко: | 

z 1 

Дш ЈР # Bi , A RF ЖЕЛИ РЕ 3X ЗЕ Иб ЖЕ ЖЕРЕ ЖС, ЇН Н] 27 АКА sk 8. B 
此 情形 ,应 先 把 它 化 为 x“ WER, REAR РА ЖООЛУ 2: sü @ 3: 
积分 . 


三 、 不 定 积分 的 性 质 
根据 不 定 积分 的 定义 ,可 以 推 得 它 有 如 下 两 个 性 质 : 
性 质 1 RAR f(x) 及 g(x) 的 原 函 数 存在 , 则 


| ва + Са = | Са) + | g(r)dz. ' (3) 


证 将 (3) 式 右 端 求 导 ,得 
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[| f(x)dx + | zCz)qz | - | f(z)daz | + асах] | 
=f(r)tg(r). | 

这 表示 , (3) 式 右 端 是 f(z) + g(x) 的 原 函 数 ,又 (3) 式 右 端 有 两 个 积分 记号 , 形 
式 上 含 两 个 任意 常数 ,由 于 任意 常数 之 和 仍 为 任意 常数 , 故 实 际 上 含 一 个 任意 常 
数 ,因此 (3) 式 右 端 是 f(z)+ glr HRERS. 
”性 质 1 对 于 有 限 个 函数 都 是 成 立 的 . 

类 似 地 可 以 证 明 不 定 积分 的 第 二 个 性 质 . 

性 质 2 设 函 数 f(x) 的 原 函 数 存在 ,k 为 非 零 常数 , 则 


[алса =k | f(x)dz. 


利用 基本 积分 表 以 及 不 定 积分 的 这 两 个 性 质 ,可 以 求 出 一 些 简单 函数 的 不 
ЯВЖ. | | 


йв 求 |Vz(z?-5)dz. 
解 | “хад -5)4 = | (2t -5z!)dz 


= | zidz = | 5ztadz 


注意 ”检验 积分 结果 是 否 正确 ,只 要 对 结果 求 导 , 看 它 的 导数 是 否 等 于 被 积 
函数 ,相等 时 结果 是 正确 的 ,否则 结果 是 错误 的 .如 就 例 8 的 结果 来 看 ,由 于 


ече) (34-84 
5 


= ү7 -5x7 =S x (>° 29); 
所 以 结果 是 正确 的 . 


例 9 K|“ Da. 
解 (“= = [2——32—73=—14, 


= | (=-3+2- 2.) 
T T 


- | zdz -3 f ax +3 | $- ЇЕ: 
T + 
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， | 
=®--3у +3] | +--+ С. 
| х 
例 10 求 | (e 一 3cos х)ах. 


解 | Cet зеов х)4х = | eaz-3| со хіх 
= е" – sin т + С. 

8111 R [2e dz. 

解 WJ 


(26), 
所 以 可 把 2e 看 作 a ,并 利用 积分 公式 办 , 便 得 


— _ 2e 
| >edz= | (е) СЭН +C= E + С. 


#112 Ж | шиша: 


解 ” 基 本 积分 表 中 没有 这 种 类 型 的 积分 , 先 利用 三 角 和 恒等式 化 成 表 中 所 列 
类 型 的 积分 ,然后 再 逐 项 求 积分 : 


[a zda = | ceez- 1)ах = | se xaz - faz 
=tan >= — =< + C. 
例 13 ж | si Зах. 


Ш ”基本 积分 表 中 也 没有 这 种 类 型 的 积分 ,同上 例 一 样 ,可 以 先 利用 三 角 恒 
等 式 变形 ,然后 再 逐 项 求 积 分 : 


| зи зүйх = LO -esz)dz=+ f -cosz)dz 
=>[|ae- | соз ха) = -sin а) +С. 
例 14 R | — a=. 
2T 


sin” —cos 
2 2 


解 同上 例 一 样 , 先 利用 三 角 恒等式 变形 ,然后 再 求 积分 


1 _ 1 
k = | -一 一 一 dz 
sin? Ж cos: = s 
2 2 2 


=4 | sczrdz= 一 4cot r + C. 


2х° а +3 
| . 
51 15 ж |= PS ах. 


s I91. s 


解 ”被 积 函 数 的 分 子 和 分 母 都 是 多 项 式 ,通过 多 项 式 的 除法 ,可 以 把 它 化 成 
基本 积分 表 中 所 列 类 型 的 积分 ,然后 再 逐 项 求 积分 : 


4 ‚2 | 
ла ar = (2 ее 
x +] + 1 


= и dr - [аз + = 


32 — + + 4агсїап т + C. 


У ЮМ 4-1 


1. 利 用 求 导 运算 验证 下 列 等 式 : 
drz=in(z+wz+I)+Ci 


l 
1 
GD | Е 


а - 
D |— гүй Ст = > dz = arctan z+- +C; 
(4) fse хах = ln | tan z + sec x |+ C; 

(5) [хес хбх = yan e eos + С; 

| (6) fe sin хах = 可 er (sin х — cos т) + C. 

2. 求 下 列 不 定 积分 : 


ШЕ: . (2) | хутаг: 
Шил (4) | аз: 

(5) тоо (6) [а 

(7) | 5х“4х: (8) | (z!-3r+2)dr; 
(9) = 0 是 常数 ); ао) [саг 


ай [оао омм аз) | a 
+ 


аз) | (2e +2 Jaz; (14) | (ттеу) 
мэ (1- Эд (16) yeraz; 
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(17) | 222 2 az; (18) | sec х(ѕес т – тап r)d<; 


2 х г dz 5 
(19) | o? 5-а: (20) | 5: 
(20) | 2 ari СЭР 25-42 
cos л —sin хт“ ° cos rsin х 
(23) | воё zaz; (24) | cos 0(зап 0 + sec 0)40: 
2 
(25) | Fdz; ов) | 22,2224, 
z +I 


з. анж АГЕ 29 = /( =), ДУЖАЙ 


ВОК, /(х) К. 2155 БЖ y= p(xz) 代 入 微分 方程 ,使 微分 方程 成 为 恒等式 ,那么 
函数 y= p(z) 就 称 为 这 微分 方程 的 解 . 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 条 件 的 解 : 


dy _ ох = дуу, 
(1) а= (= 2), yl,.,=0; 


22 dz ас = 
каш гы, 4 эт 1,41,- 51. 


4. 汽车 以 20 m/s 的 速度 行驶 ,刹车 后 匀 减 速 行驶 了 50 m 停 住 , 求 刹 车 加 速度 .可 执行 下 
列 步骤 : 


(1) 来 微分 方程 各 = -k MEREE| ，= 20 Rol. =0 的 解 ; 


(2) #@ 2-0) 值 及 相应 的 * 值 ; 


(3) 求 使 *=50 的 上 值 . 

5. 一 曲线 通过 点 (e ,3), 且 在 任 一 点 处 的 切线 的 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 , 求 该 曲线 
的 方程 . 

6. 一 物体 由 廊 止 开始 运动 ,经 :(s) 后 的 速度 是 32 (mls) , 问 

(1) 在 3s 后 物体 离开 出 发 点 的 距离 是 多 少 ? 

(2) 物体 走 完 360 m 需要 多 少时 间 ? 


7. WHARA arcsin(2x - 1) ,arccos(1 一 2x) 和 2arctanA/ 1 = e 


£ p ” 换 元 积分 法 


利用 基本 积分 表 与 积分 的 性 质 , 所 能 计算 的 不 定 积分 是 非常 有 限 的 .因此 ， 
有 必要 进一步 来 研究 不 定 积分 的 求法 .本 节 把 复合 函数 的 微分 法 反 过 来 用 于 求 
不 定 积分 ,利用 中 间 变 量 的 代 换 ,得 到 复合 函数 的 积分 法 , 称 为 换 元 积分 法 ,简称 
换 元 法 . 换 元 法 通常 分 成 两 类 ,下 面 先 讲 第 一 类 换 元 法 . 
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一 、 第 一 类 换 元 法 


设 flu) RAAR F(u), Вр 
МОНГОЛ | fGu)du = F(u) + C. 


ШЖ и 是 中 间 变 量 :w = ф(х), Н g(x) 可 微 ,那么 ,根据 复合 函数 微分 法 ， 
有 

dF[e(z)]= /[ф(х)]ф (zx)dz, 
从 而 根据 不 定 积分 的 定义 就 得 | 


[есе Со) = FIp(z)]+ С = КОТ 


于 是 有 下 述 定理 : 
定理 1 设 f(u) RARER, u= 2p(z) 可 导 , 则 有 换 元 公式 


| Aie(z)]w(z)dz= КОЛ Ж | (1) 


N= фет 


由 此 定理 可 见 ,虽然 | /[g(z)]9'(z)dz 是 一 个 整体 的 记号 ,但 从 形式 上 


看 ,被 积 表 达 式 中 的 dz 也 可 当 作 变量 xz 的 微分 来 对 待 ,从 而 微分 等 式 ф (л )d> 
=du 可 以 方便 地 应 用 到 被 积 表达 式 中 来 ,我 们 在 上 节 第 一 目 中 已 经 这 样 用 了 ， 


那里 把 积分 | F'(z)dz 记 作 | dF(z) ,就 是 按 微分 F'(z)dz= dF(z), 把 被 积 
RER F'(z)d> WE dF(x). 
如 何 应 用 公式 (1) 来 求 不 定 积分 ? 设 要 求 | g(z)dz ,如 果 函 数 g(x) 可 以 
化 为 g(xz)=f[g(z)]p (x) 的 形式 ,那么 
| xz)dz= | re(z)]w(z)dz= {КОТ | 


这 样 ,函数 g(xz) 的 积分 即 转化 为 函数 f( u ) 的 积分 .如 果 能 求 得 fu) 的 原 隙 数 ， 
那么 也 就 得 到 了 g(x) 的 原 函 数 . 


例 1 求 | 2cos 21а. 


Я ”被 积 函 数 中 ,cos 2x 是 一 个 复合 函数 :cos 27 = cos u,u=2zx, 常 数 因 子 
恰好 是 中 间 变 量 ¿ 的 导数 .因此 , 作 变 换 &=2z, 便 有 


| 2eos 2хӣх = | cos 217242 = | cos 2z.(2z) dz ` 


u= ф(х) 


= | cos udu =sin ú tC, 
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再 以 x=2z 代入 , 即 得 
[гео 2хӣх = зіп 2x + С. 


例 2 Ж [55 ах 


R UREA ust вра = 2 这 样 一 个 因子 ,但 由 


ҮЕ 
ОЭК MU DE Ж ЖОНШЕН AB T. 
l аг 1 2-4. 1 
3+2x 2 3+27 2 3+2z 
从 而 令 kx=3+2z, 便 有 


(3+2x), 


l 
ESAE = [5 = 3992203 +25) а= [1.1 du 


= іи + С=-у1а|3+2х| + С. 
一 般 的 ,对 于 积分 | flax + &)ах ,总 可 作 变 换 wu = az + 5, 把 它 化 为 
[Gaz + b)da = | бах + b)dlaz + b) 


= mill f(u)du z: Ч 


т? | 
例 3 Ж | су суул 
解 5 и=х +2, == и -2,ах = аи. E 


Газу® = |2 


= [е – 4и? + 4и? )аи 


dx = [сз — 4и + 4) и :du 


= |а |а| +407. - 2а 7+ C 
= 4 2 
= || +2| +—— ЗОО (2+2) 4-0: 


64 Ж | 2те“ ах. 


RO ”被 积 函数 中 的 一 个 因子 为 e” зе и = л: ГЕ 2r 恰好 是 中 间 
ЖШ u=: 的 导数 ,于 是 有 


| 2ze dz 三 ета?) = [еи =е" + C=e” + С. 
例 5 求 | = Vi- Za. 
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解 їи 1-2, | 4иес-2х4х,8 - du = rdz, 因 此 ， 
| > /з-х*ах = [42:05 аа -1 
= - Тасе - 01-20) +С. 
在 对 变量 代 换 比较 熟练 以 后 ,就 不 一 定 写 出 中 间 变 量 u. 
例 6 АРЫН 


я [= = [-+ сЕ" 
а 


ерее Шош 
а (2) а а а 


ди 


1+ и? 


在 上 例 中 ,我 们 实际 上 已 经 用 了 变量 代 换 и = Z , 并 在 求 出 积分 二 | 
之 后 , 代 回 了 原 积分 变量 zx, 只 是 没有 把 这 些 步骤 写 出 来 而 已 . 
ах 
17 3 а >0). 
例 *| = (a >0) 


” | 天 一 -有 > <= | Ë 
1-04) | 
| = arcsin — + С. 
йв 求 | az. 
| Ё HT 


所 以 


| zd =a | (©, Ta) 
== (| ае | а) 
= 元 [| 去 Га(х-а)- [туч +a) ] 
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= Жыры olsa -ш| х а)4С 
а 


т-а 
х+а 


EG: 


in 


1 
2a 


dz 
例 9 АР с, 
ед Е d(ln х) 
mia 1+2ln т 


-i SEa- —In|1+2In r| + C. 


1+2ln т 
81 10 ж | Sar. 
l dz 
d => 
解 由 于 dvVz= TI’ ,因此 ， 
= WT _2f ws 
Га -2 |: 4/2= 5. [е d(3Vz) 
=+ + С. 


下 面 再 举 一 些 积分 的 例子 ,它们 的 被 积 函数 中 含有 三 角 函 数 ， 在 计算 这 种 积 
分 的 过 程 中 ,往往 要 用 到 一 些 三 角 恒 等 式 . 


例 11 Ж | sin? йй, 
解 | sizda = f sin rsin хах = ~ | (1 —cos'z)d(cosz) 
22 ИКЕ ДЕ: 
= — cos x + -усов х +С. 
5112 Ж | sin? zcos хал. 
解 | sin? ссо гах = | sin? ссо' хов zdz 
= | szd -яп х) д(эїп z) 
= | (sin? т — 2sin* x + sinf х )а($іп х) 
= sin = - sin'z 十 sin” х + C. 


一 般 的 ,对 于 ял cos"r 或 ѕіп"х сох (ЖФ EN) 型 函数 的 积分 ， 
总 可 依次 作 变 换 x = cos х 或 w= sin r, KIRAR. 


例 13 求 | tan гах. 
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解 [тап хах = Ez =- | І а(соѕ х) 
cos = cos x 
= —In|cos z| +С» 
类 似 地 可 得 feor zdz = lnl sinz I+ C. 


814 Ж | со8 хах. 
解 | cos zdz = [=ar] dx + | соз2хх) 


1 | ах + + | cos 27d(2x) 


+ C. 


2 
= sin 2r 
2 


4 
例 15 Ж | Яп тсов хал 


Ж | аё zeos тах = zf — cos 2x )(1 + cos 2х)? dz 


= | (1+ соз 2x -cos 2x -cos 2x)dz 


= 8 | << 2х -соё21)4х + 219 - сов 2z)dz 
= 2 2х + + d(sin 2z) + 8| (1 ~ cos 4z)dz 
=jgsin'2z+ -lsin 4л + С. 
一 般 的 ,对 于 яйш хсов х (RLEN) 型 函数 ,总 可 利用 三 角 人 恒等式 :sin > = 
广 (1- соз 22) „сов z = 2-01 + сов 27) 化 成 cos 2z 的 多 项 式 ,然后 采用 例 15 中 
所 用 的 方法 求 得 积分 的 结果 ， 
例 16 R | зас дах. 
ЇЙ | sec" хал - | (вёс л) sec хах 
= | ТО” х) 
2 | (1+ 2сап? х +tan'z)d(tan z) 


2 1 
= {ап т + Сап? т + —tan° x + С. 


3 5 
例 17 Ж | tan хѕес тал. 
- 198 · 


5 3 4 2 
解 f tan хѕес хіх = | ва Sec хѕес хїап хіх 
шош 2 2 2 
= | (sec х — 1) sec rd(sec х) 


= | (sec° x – 2зес' х +sec'zr)d(sec х) 


7 2 s l 3 
二 Sec х —-— ес z + —sec z + C. 
7 5 3 


一 般 的 ,对 于 tan”rsec*r 或 tan”! rsec"z (kEN"' ) 型 函数 的 积分 ,可 依次 
作 变 换 и = tan х IÈ u = sec x , 求 得 结果 . 


例 18 Ж | се zdz. 


sin х 


‚ & | сс хах = dz = | 一 至 一 


‚ох х 
25іп 万 cos > 


| ХЕ; Ё (хаа 2. 


<£ 2 £ T 
tan gos > tan > 
=In|tan + | + С. 
因为 
. Ж ЕЛА 
іп эу 2sin P 
tan — = —— = ——— = —————— = csc r -cot x, 
2 х sin x sin х 
cos — 
2 
所 以 上 述 不 定 积分 又 可 表 为 : | 


f өс хіх =ln|csc х —cot z] + C. 


例 19 Ж | sec хах. 
RO ”利用 上 例 的 结果 ,有 


fsec хах = [е Ё + 2) (5 + >) 


х х 
cscl а +7) (2+5) 
= | ѕес х + їап х | + С. 


020 Ж | cos Зхсоѕ 2rdz. 
解 ” 利 用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 


ший!!! 
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cos Acos B = [eos(A — B)+cos(A + B)] 
48 cos 3zcos 2r = 5 (cos х + соз 5r), 
于 是 | cos 3zcos 2zdz = 5 | (cos х + cos Sr)dr 
-4. | cosrdr + 1 | cos Szd(Sz) 
2 1 5 ` 


= sin z + үрп 5х + С. | 

上 面 所 举 的 例子 ,可 以 使 我 们 认识 到 公式 (1) 在 求 不 定 积分 中 所 起 的 作用 . 
像 复 合 函 数 的 求 导 法 则 在 微分 学 中 一 样 ,公式 (1) 在 积分 学 中 也 是 经 常 使 用 的 . 
但 利用 公式 (1) 来 求 不 定 积分 ,一 般 却 比 利 用 复合 函数 的 求 导 法 则 求 函 数 的 导数 
要 来 得 困难 ,因为 其 中 需要 一 定 的 技巧 ,而 且 如 何 适 当地 选择 变量 代 换 wx = 
92(z) 没 有 一 般 规 律 可 循 , 因 此 要 掌握 换 元 法 ,除了 熟悉 一 些 典 型 的 例子 外 ， 还 要 
做 较 多 的 练习 才 行 . 

上 述 各 例 用 的 都 是 第 一 类 换 元 法 , 即 形 如 u= 2p(z) 的 变量 代 换 .下 面 介 绍 
另 一 种 形式 的 变量 代 换 x = y(1), 即 所 谓 第 二 类 换 元 法 . 


=. 第 二 类 换 元 法 


上 面 介绍 的 第 一 类 换 元 法 是 通过 变量 代 换 u= p(z), 将 积分 | flp] 


Ф (х): 化 为 积分 | Убай: 
下 面 将 介绍 的 第 二 类 换 元 法 是 :适当 地 选择 变量 代 换 xz = y(1) ИЛ 
[A eda 化 为 积分 | 7LY()]%(z)d:. 这 是 另 一 种 形式 的 变量 代 换 , 换 元 公式 
可 表达 为 
[са = ОНДО 
这 公式 的 成 立 是 需要 一 定 条 件 的 .首先 ,等 式 右边 的 不 定 积分 要 存在 , 即 
FAOI (DRRR, | /Ly(4)]y G): 求 出 后 必须 用 z = yp(4) 的 反 


函数 = y “(xz) 代 回去 ,为 了 保证 这 反 函 数 存 在 而 且 是 可 导 的 ,我 们 假定 直接 
函数 x+ = y(t) 在 1 的 某 一 个 区 间 ( 这 区 间 和 所 考虑 的 x 的 积分 区 间 相 对 应 ) 上 
是 单调 的 .可 导 的 ,并 且 g (z)20. | 
归纳 上 述 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 . 
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定理 2 设 x=y(i) 是 单调 的 .可 导 的 函数 ,并 且 y (¿)>Z0.X ik f[y(1)] 
y (1) 具 有 原 函 数 , 则 有 换 元 公式 


[са [f sowa] a (2) 


(г) 
其 中 yy '(z)ËE х= ф(:)В)Б AR. 
证 设 f[y(1)]y (г) РАКУ Ф(:),42 Ф[ф !'(х)]= F(z), 利 用 复 
合 函 数 及 反 函 数 的 求 导 法 则 ,得 到 
Ех) =. Ч ly) ly (2): > 
= f[e(:)]= Ка), 
即 F(z) 是 F(z) 的 原 函 数 . 所 以 有 


[КОЕ =Е(х)+С=Ф[ф`!(х)]+ С 


= | 7140:)14:(:)44 | Вт ， 


这 就 证 明了 公式 (2). 
下 面 举例 说 明 换 元 公式 (2) 的 应 用 . 


例 21 求 | ат ada (a >0). 
解 ” 求 这 个 积分 的 困难 在 于 有 根 式 V a -ar ,但 我 们 可 以 利用 三 角 公 式 


sin ż + cos'z = 1 


来 化 去 根 式 . 
设 z=asin t, -本 <t< 本 ,那么 /wo а? = Ма? — asin t = acos t, dz = 
acos t dt ,于 是 根 式 化 成 了 三 角 式 ,所 求 积分 化 为 
WK | acos t*acos t dt = a` | воё гаг. 
利用 例 14 的 结果 得 


| AP =a (587 ес 


2 
a a. 
= =} + —sin tcos t + C. 
2 2 
: x х 
由 于 z=asin t, - > <t <> PA 
| САК = 
t = агсѕіп =, 
а 
2 2 2 
х а 一 并 
cos 1541-5101 1-(2) = 
a a 
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于 是 所 求 积分 为 


| а 
5 a` ШИЕ 4. 7 
É а” -x dz = >-arcsin — + += ма = х +C. 


(а>0). 


ах 
例 22 * | — 
解 和 上 例 类 似 ,可 以 利用 三 角 公 式 
1 + tan / = seč t 


KEERA. 


设 z=atan | -5<1<3) ад 


Ма? +а? = үа + алап: = а у 1 + апі = азес {,йх = аѕес tdt, 
于 是 


asec 2 
-| = = | эс t dt. 
asec rd 


|= = + a° 
利用 例 19 的 结果 得 


= |п| вес ż +tan (| + C. 


ах 
Мх +а? 
为 了 要 把 sec | 及 tan г 换 成 xz 的 函数 ,可 以 根据 tan £ = 二 作 辅 助 三 角形 
(图 4 一 3), 便 有 


тт 
sec t= 1 
S Nx +a 
H sec / tan :>0, B, * 
. -ш| 2. же с 
=lIn(x+V +а*)+С,, 图 4-3 
其 中 C = С-1һа. 
例 23 ж |--3 (a >0). 
V = a° 


解 ” 和 以 上 两 例 类 似 ,可 以 利用 公式 
ser —1={ап t 
来 化 去 根 式 .注意 到 被 积 函 数 的 定义 域 是 zx>a 和 xz<-a 两 个 区 间 ,我 们 在 两 
个 区 间 内 分 别 求 不 定 积分 . 


X r>a BF, DW z = аѕесі (05:45) А 
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Vr -a =. а?ѕесі- а = а ү ѕеі – 1 = аїап ż, 
ах = asec ttan tdt, 


于 是 


asec ёїап t 
— E= | sec ¿dt 


лэг = 2 atan 4 


=]n(sec t+ tan t) + C. 
为 了 把 sec t 及 tan i 换 成 xz 的 函数 ,我们 根据 sec := 于 作 辅助 三 角形 (图 
4 一 4) ,得 到 


-== =]|n| — + V z =a: 

Мх? — a° & a 
=ln(z+Vz -а)6С/, 

Ж С,=С-1па. 


3 >< -aB8f,£ >= - u, JZ ига.ШЇҮВ 


结果 ,有 4-4 
天 于 一 二 一 -= —-In(u +y ° -a )+C 
|= т-а /и? — а? 
-In(-zr+/ z а?) +С 
„| = ae 
~ 


-1(-х-4/х -a )+C, 
其 中 Cl = C-2Ina. 
把 在 x>a K x< -a 内 的 结果 合 起 来 ,可 写作 


=lnl|z+wz а +C. 


dx 
Ма? -a 
从 上 面 的 三 个 例子 可 以 看 出 :如 果 被 积 函 数 含 有 V a -x ,可 以 作 代 换 
х = asin t 化 去 根 式 ;如 果 被 积 函 数 含 有 V л +а ,可 以 作 代 换 x = атап t 化 去 


根 式 ; 如 果 被 积 函 数 含有 Vv т-а, ИЕ r= + аѕес t 化 去 根 式 .但 具体 
解 题 时 要 分 析 被 积 函 数 的 具体 情况 ,选取 尽 可 能 简捷 的 代 换 ,不 要 拘泥 于 上 述 的 
变量 代 换 (如 例 5 、 例 7). 
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УО НИХ ta 时 ,为 了 化 去 根 式 , 除 采用 三 角 代 换 x = atan t 
或 二 = tase t 外 ,还 可 利用 公式 . 
ch? 1—sh’t=1, 
采用 双 曲 代 换 z=a sh t、z= 土 a ch i 来 化 去 根 式 . 
例如 ,在 例 22 中 ,可 设 z=ashz, 那 么 


Ух ta =a sh tta заса t,dr=ach tdt, 


于 是 
= eras |di=i+C 
== ta ach ż 
=arsh ® + С 
а 
=| 24 (2) за ес 
а а 
ш14 (544 tta )+tC,, 
Ж С,=С-1па. 


Ж 239, хай t, Ti r=ach zt (:>0), Z 
Мх = а= ас: - a =аѕһ і, 


ах = ash tdt, 
于 是 当 х>а 时 ， 
ash tj 2, 
|= | кт = |а=т:+с 
=arch ©-+ C 
a 
TERN (2) -1]+с 
а а 
=lIn(zr t+V =? —a`)+C,, 
其 中 C, = C-Ina. 


X r<-att, 4 х= - асһ: (1>0), 类 似 可 得 
[Ft 
圭 节 所 列 基本 积分 表 中 没有 双 曲 函数 的 积分 公式 , 现 添加 两 个 常用 BJ XX HB 
函数 积分 公式 : 
@|a хах=сһ х+С, 
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© f ch хіх = $ x+ C. 


下 面 我 们 通过 例子 来 介绍 一 种 也 很 有 用 的 代 换 一 一 倒 代 换 , 利 用 它 常 可 消 
去 被 积 函数 的 分 母 中 的 变量 因子 zx. 


例 24 ж [аа 


解 Bes WA dr= -时 ,于 是 
==... =E t) 
| — = —— 
£4 


1 
- | ee 131414, 


当 z>0 时 ,有 
Га. = >т | (а -1) dla 上 一 |) 
(at 1)? | 
За E 
РЭН ис ны c, 
Зах 


当 x<0 时 ,有 相同 的 结果 . 

在 本 节 的 例题 中 ,有 几 个 积分 是 以 后 经 常会 遇 到 的 .所 以 它们 通常 也 被 当 作 
公式 使 用 .这 样 ,常用 的 积分 公式 ,除了 基本 积分 表 中 的 几 个 外 ,再 添加 下 面 几 个 
(其 中 常数 a >0): 


Ф | зал хах = -lnlcos х| + C, 
O Í cor zdz=lnlsin z| + C, 
@ | sec хах = 1п|ѕес х +tan х| + C, 


Ф | єє хах = Іп|сѕс = —cot х | + C, 


ах 1 
+ 
@ | е эсу = -arctan = С, 
dz 1 х-а 
= == + 
@ TA Ja” xta ЕС 


‚ 205 > 


v. 
= arcsin = tÇ, 


дэн 


= =ln(z+/ 2 +а?) +С, 
9 | жс, 
dz 
例 25 Ж | —— 
х 
解 | ах - | ах = | d(2x) 
V4z+9 J /QGQr+32 2 /Qr)+3 


利用 公式 四 , 便 得 
dx =-у1а(2 + /42 +9)+ C. 


лг 
例 26 r| 
ШЕШ) 
利用 公式 四 , 便 得 
| 有 sn + €. 


在 例 22 中 ,我 们 用 变换 x = a tan 上 消去 被 积 函 数 中 的 根 式 Vx* + a? ,这 个 

变换 还 能 消去 被 积 函 数 分 母 中 的 (z” наг) ЮАН НЕТИ. 
` 2° 

例 27 *|ст—усүзүФ 

Ж 分母 是 二 次 质 因 式 的 平方 ,把 二 次 质 因 式 配方 成 (z -1)*+1, 令 xz-1 
=tan # (-3 ><: < 2) 则 

х? —2х + 2 = ѕесг,йх = sec tdt. 
т? 

ы = 二 


(tan z + 1)° 
вес t 


- вес 14 


= | (sin? (со5 "194 3sin t + 3sin tcos t + cos? t)dt 
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= (ви teos” t + Зсоѕ 1) sin tdt + | Өзи, + cos ż)dż 


fta — соѕ t)cos™tt + 3cos ¿][ — dlcosż)] + fe — cos 21)а; ` 


= — і 3 2совг)4(со8:) + 22 一 $sin 2t 


— n cos 1 — cost +2- sin tcos £ + С, 
按 tan г=х— 1 作 辅 助 三 角形 (图 4--5), 便 有 
1 ин o x-i 


cos £ = — Sin £ = 


2 3 ? 
Vz 22952 Vx -2х+2 


于 是 
3 
х \ Е 
[= -2z + 779 Ж ° 


= Lina? — 2x + 2) + 2arctan( > — 1) — - 


习 Ш 4-2 


1. 在 下 列 各 式 等 号 右 端的 空白 处 填 人 适当 的 系数 ,使 等 式 成 立 (例如 :dz = -p dlr + 7)): 


(Lyd Фах): (2) dz= 475-3); 
(3) хіх= (2°); 《4) хх d(5<z2); 
(5) rdr= d(1-<2); _ (6) zzdr= d(3x' -2); 
(7) erdz= (е); 0-6 (8) е+ах= 4(14672), 


(9) sin -+ xdr = d(cos е): (10) 空 = 45111); 


(11) dz. d(3— Sln| x |); (12) „бе, ы d(arctan 3л); 
х 14-92 


d.r , хал 
(13) = d(l- arcsin х); (14) = (ү 1-23). 
V 1-2? | ай 


2. 求 下 列 不 定 积分 (其 中 adw p AWR): 


(1) | dt; (2) | ТРИ 
dr , d 

(3) | [=2є” a 9 |=: 

(I) fee dzs — 5 (8) | асова) 
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z 
(9) | ===: (0) | 22.4; 
an [аз (12) | co (or + ф)зїпбш + өд: 
sin T Jr; sin z + cos z 
аз) [я š kr 
(15) | tan" хээв тйл; ШЕ 
ах 
(17) | 一 一; (18) ын : 
= х) V 1-—- >° > 1- х? си 
а 
(19) | an + тэн (20) | as dz; 
l+ln л 
(21) | ааа: a 
In tan х 3 
(23) | — zdz; (24) f cos хах 
(25) | воё (ш + ф)а;; (26) | яа 2хсоз 342: 
(27) f cos —cos 5 45: (28) | яа Srsin 7rdx; 
(29) | tan rsec хал; (30) | t= ; 
1-2 2) 
р |8 (32) | qz: 
dz | dz 
(33) | 元 于 (34) | DC 5: 
2 
: a - х 
ах dz 
(37) ; 38) | ————J; 
| | |== 
ух -9 я dz _ 
dr dz 
(41) | ——; (42) | —— =; 
[лс ep 
j x=` +I 


第 三 节 


前 面 我 们 在 复合 函数 求 导 法 则 的 基础 上 ,得 到 了 换 元 积分 法 .现在 我 们 利用 
”两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 ,来 推 得 另 一 个 求 积 分 的 基本 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
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HRR “= wu(z) 及 v= w(xz) 具 有 连续 导数 .那么 ,两 个 函数 乘积 的 导数 公 


式 为 
(uu) =u 2 + uv, 
移 项 ,得 uu = (ио) — uv. 
对 这 个 等 式 两 边 求 不 定 积 分 ,得 


f uv'dz = uv- | uvda. | (1) 


公式 (1) 称 为 分 部 积分 公式 .如 果 求 | i da: 有 困难 ,而 求 | uvdx 比较 容易 时 ， 


分 部 积分 公式 就 可 以 发 挥 作 用 了 . 
为 简便 起 见 ,也 可 把 公式 (1) 写 成 下 面 的 形式 : 


| udv= uv- | vau. (2) 
现在 通过 例子 说 明 如 何 运用 这 个 重要 公式 . | 
例 1 Ж | хсоѕ хах. 


解 ” 这 个 积分 用 换 元 积分 法 不 易 求 得 结果 .现在 试用 分 部 积分 法 来 求 它 .但 
是 怎样 选取 u 和 dw BB? WRI и = х,о = cos г ат, А аи = dx,v= зіп х, 
代入 分 部 积分 公式 (2) ,得 


| хсоѕ тат = rsin z — | эп хіх, 
而 | vdu = | sin хах 容易 积 出 ,所 以 


| Zecos хах = rsin х + cos т + C. 


求 这 个 积分 时 ,如 果 设 x = cos х,ао = хах, Z 


du = -sin rdr,ə= >. 
于 是 | хоо хах = 5-00 х + | эн хіх. 


上 式 右 端的 积分 比 原 积分 更 不 容易 求 出 . 

由 此 可 见 , 如 果 и 和 dw 选取 不 当 , 就 求 不 出 结果 ,所 以 应 用 分 部 积分 法 时 ， 
恰当 选取 и 和 dw 是 一 个 关键 .选取 u 和 dw 一 般 要 考虑 下 面 两 点 : 

(1) v 要 容易 求 得 ; 


(2) | vdu 要 比 | udv 容易 积 出 . 
例 2 Ж | ze'dx. 
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解 iW u= z,do=e ах, du = dz,əo=e' .于 是 
[еа = xe — [а= хе -er+C=er(r-1)+C. 
运用 分 部 积分 公式 (2) 的 形式 ,如 上 列 例 1、 例 2 的 求解 过 程 也 可 表述 为 
| о хах = | хасан ху таа | яа хах 
= rsin + + cos + + C. 
| «гах - | zdle") = xe” - | гаа 
= хе -е + С= (х - 1)е +C. 
йз ж | ea, 
# uzr ,dv=e"dr=dle), ЖА 
[еа = fede) ае - | am) =r -2 | хез. 
这 里 | леа 比 | r?e dz 容易 积 出 ,因为 被 积 函 数 中 x HERNA JE 
者 降低 了 一 次 .由 例 2 可 知 , 对 | сеа 再 使 用 一 次 分 部 积分 法 就 可 以 了 .于 是 
[ега = 22е" -2| xede = ze -2 | zale") 
= жЕ -2(хе" - e°) + C 
=er(z -27r+2)+C. 
总 结 上 面 三 个 例子 可 以 知道 ,如 果 被 积 函 数 是 疾 函 数 和 正 ( 余 ) 弦 函数 或 痢 


函数 和 指数 函数 的 乘积 ,就 可 以 考虑 用 分 部 积分 法 ,并 设 释 函数 为 u. 这样 用 一 
次 分 部 积分 法 就 可 以 使 策 函 数 的 突 次 降低 一 次 .这 里 假定 千 指 数 是 正 整 数 . 


例 4 ж | хав хах. 
Ж i а= 1а х,ао= хах, Z 


[= хах = [in 245 


=I z- | 5-4 (In х) 


例 5 Ж | arccos тат. 
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解 1 и =агссоѕ zr ,də = d-,JEZ 


| arccos хах = хагссо5 х – | ха(агссоѕ т) 


= тагссоѕ x + Хо ах 
/ — т? 
= тагссоѕ z — > | — z?) 


= zarccos x-y 1 -— х + C. 
在 分 部 积分 法 运用 比较 熟练 以 后 ,就 不 必 再 写 出 哪 一 部 分 选 作 u , 哪 一 部 分 
选 作 dv. 只 要 把 被 积 表达 式 凑 成 9(z)d%(z) 的 形式 , 便 可 使 用 分 部 积分 公式 ， 


例 6 Ж | хагсїап тал. 


解 | xarctan хах = "з | аай rd(x2) 


Ú 

ЭЖ uhaq 1 (1+2 1 

PARERE 220214 аэ9727 
шах t -4f (1- | Ja 

> arctan х 7 IFz T 
— —arctan x - 462 — arctan 2) +C 
= uta T EEs 

2 2 i 


ÀK ñ КШ — 4 #] ИГИН, АП ЯК А РА ЭС R: ЖЕ РА ЭЙС ТП XJ ЭХ РА ЭХ s ЖЕ РЕ ЖК 
RIS = fA РӘС) ЖЕЙТ, Ж И] И Ж ЖЕТИЛЕ ,并 设 对 数 函 数 或 反 三 角 函 数 为 


u. 


下 面 几 个 例子 中 所 用 的 方法 也 是 比较 典型 的 ， 
例 7 Ж | ersin хіх. 
解 | esin хах = | на х4(е) =ersin z — | "cos хах, 


等 式 右 端的 积分 与 等 式 左 端的 积分 是 同一 类 型 的 . 对 右 端的 积分 再 用 一 次 分 部 
积分 法 ,得 


[еза хах =е'зп z- | со х4(е) 
EN Ум + до» 
= e"sin z — e“ cos х — fe sin хах, 


211° 


由 于 上 式 右 端的 第 三 项 就 是 所 求 的 积分 | e” sin xdz, 把 它 移 到 等 号 左 端 去 ,再 
两 端 同 除 以 2 , 便 得 
| «вш rdx = уе (sin z -cos x) + C. 
因 上 式 右 端 已 不 包含 积分 项 ,所 以 必须 加 上 任意 常数 С. 
例 8 求 J see das 


解 | вс х dz = | sec х d(tan х) 
= sec хїап х — | sec х tan хах 
2 
= ѕес tan T- | sec х(ѕес x- 1)ах 
= ѕес xtan 一 [еа + | sec хах 


= sec ztan x + 1п|зес z +tan x|- | ес zdz. 


由 于 上 式 右 端 的 第 三 项 就 是 所 求 的 积分 | зес тал ,把 它 移 到 等 号 左 端 去 ,再 两 
端 各 除 以 2, 便 得 
| see хал = 5 (sec ztan х + |п|зес х + гап х|) + C. 


在 积分 的 过 程 中 往往 要 兼用 换 元 法 与 分 部 积分 法 ,如 例 5, 下 面 再 来 举 一 个 
例子 . 


例 9 求 | “ах. 
解 Э/х-г:, х-1,4к-2:44.-ГЖ 
| ахаа | tear. 
利用 例 2 的 结果 ,并 用 : =Vz 代 回 , 便 得 所 求 积 分 : 
| saz =2 | te'di=2e (1 -D+C 


=2е'*(/тх-1) +С. 
J 题 4-3 


求 下 列 不 定 积分 : 
«2125 


хяп хах. 


агсып хах. 


š T 
‚| е “sin zdr. 


х?агсїап хіх. 


5. 1: хах. 
11. [о хах. 
13. f i zaz. 


15. f х? cos? zdr. 


2. [Г хіх. 
4. | «еа. 
6. [= хах. 
8. | =< Fdz. 
10. | zian’ тах. 


12. Ї ЭКС 


14. | zsin хсоѕ хах. 


16. | zln(z 一 1)dz， 


17. | Ca? ~ Dsin 2zdz. 18. | ах, 
19. | “ах, 20. | cos In хах. 
21. | акып zy dz. 22. | «ви zdz. 
23. | zi? zdz. 24. [е ал. 


第 四 节 ”有理 函数 的 积分 


前 面 已 经 介绍 了 求 不 定 积分 的 两 个 基本 方法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 
法 .下 面 简 要 地 介绍 有 理 函 数 的 积分 及 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


一 、 有 理 函 数 的 积分 


паю аЙ, 又 称 有 理 分 式 .我 们 总 假定 分 子 多 项 


R P(z) 与 分 母 多 项 式 Q(x) 之 间 是 没有 公 因 式 的 . 当 分 子 多 项 式 P(z) 的 次 数 
小 于 分 母 多 项 式 Q(x) 的 次 数 时 , 称 这 有 理 函 数 为 真 分 式 ,否则 称 为 假 分 式 . 

利用 多 项 式 的 除法 ,总 可 以 将 一 个 假 分 式 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 
和 的 形式 ,例如 第 一 节 例 15 中 的 被 积 函数 


2 4 
z +1 r +l’ 


Хт, 如 果 分 母 可 分 解 为 两 个 多 项 式 的 乘积 
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Ә(1) = 9,(=)9,(2), 
且 Qi(x) 与 Q;(x) 没 有 公 因 式 ,那么 它 可 分 拆 成 两 个 真 分 式 之 和 
P(x) = P (х) ЭС 
Q(x) Q (z) Qa)’ 
上 述 步 又 称 为 把 真 分 式 化 成 部 分 分 式 之 和 . 如果 Q,(x) 或 Q,(z) 还 能 再 分 解 成 
两 个 没有 公 因 式 的 多 项 式 的 乘积 ,那么 就 可 再 分 拆 成 更 简单 的 部 分 分 式 .最 后 ， 
有 理 函 数 的 分 解 式 中 只 出 现 多 项 式 ,Lir、 23157. архиа ан 
т-а)“ (z+ pz + q) | 
pP 44<0,Р, (х) А k 000531 Ж,Р,(1) HNF 21 次 的 多 项 式 ). 多 项 
式 的 积分 容易 求 得 ,后 两 类 真 分 式 的 积分 可 参看 第 二 节 例 3 和 例 27， 
下 面 举 几 个 真 分 式 的 积分 的 例子 . 
+ 
例 1 * | a. 
解 ” 被 积 函数 的 分 母 分 解 成 (x -3)(x -2) , 故 可 设 
т+1 А В 


= үсти чү с а з=: yE 2: 


其 中 А,В 为 待定 系数 .上 式 两 端 去 分 母后 ,得 
XxX+1=A(r-2)+B(zx -3), 


即 zt+1=(A+B)r-2A-3B. 
比较 上 式 两 端 同 次 寡 的 系数 , 即 有 
ярин | 
(2A +3В= - 1, 
从 而 解 得 A=4,B= =3. 
于 是 [Косты су 


= 41112-31 -3ln|r-2| + C. 


y ж +2 ` | 
®2 ж сауа: 


; Эн +C 
B oo хез 
则 БОА (ааваа) 
即 z+2=(A+2B)x:+(A+B+2C)r+A+C, 
А+2В=0, А=2, 
# А+В+2С=1, нев 
1А +С=2, C=0. 


r+2 
于 是 Uaia tI 


_ | 2 _ х d 
= | 2х+1 ї+т+1/ *^ 


+ (2:41)-1 
-11122411- рс 
1 а(х + ++1) ах 
= + 
ШЕ ксы: (eri) 
之 十 一 十 一 
4 
1 1 2х +1 
=in|2x +1] а(х + r + 1)+ —arctan + C. 
2 43 43 


813 Ж | сс туйе. 


R 被 积 函数 分 母 的 两 个 因 式 zx - 1 5 zš -1 有 公 因 式 , 故 需 再 分 解 成 
(х= 1) (xz+1). Z 


2-3 Ах+В | C 
= CO: (z-1) 21) Эр 
则 х-3= (Ах + В)(=х+1) + С(х-1)?, 
Bp х-3-(А4С)5"4(А4В-20)х484С, 
A+C=0, A=1, 
有 asa mefa- -2 
B+C=-3 С=-1. 
之 一 3 
于 是 | = ра 
ps 
GG 


= сту" ттт] 


= | Hide -Iniz +11 


Slett Ire 


_ _ 1 
= һі х этэн 


二 、 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 举例 


1550 х 
例 4 求 | r= az: 
。 215 > 


Ш 由 三 角 函 数 知道 ,sin + 与 cos х 都 可 以 用 tan 亏 的 有 理 式 表示 0 


。 хт х 
sin х = 2sin > созу = —— 


х х 
sec — 1 + ап" 二 
2 2 
T 2 
1-tan > 1- tan = 
26 2 Х 2 7 _ 2 з 2 
cos z = cos — 一 Sin 二 = Е = —. 
: 2 ` see Z 1 + tan? 
2 2 


如 果 作 变换 и = тап > (-х<х<х), А 


и 
sin х = —— э, cos х = 


1+ и 1+ и’ 
而 х = 2агсіап x ,从 而 


于 是 


1+sin z 


2 
(5 +2u+mlal)+ C 


М 
51+ С. 


本 例 所 用 的 变量 代 换 u = tan FHEA 函数 有 理 式 的 积分 都 可 以 应 用 
5 Ж | yz laz 


+ tan 5 + № тап 


|У 


解 为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 VE-T= v, 于 是 = +1,de=2udu, АЙ 
所 求 积分 为 

一 Ре 

[== z= fat 2udu = =2 [а 


р (1- gyr Jdu =2(u ~ arctan и) +С 
1+ џи 
‚ 216 ` 


=2(/ х —1 —arctan / =< -1)+ C. 


例 6 求 | —— 


Шй “为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 Wz+2I= и. FEE x= и? -2,4х =3u`du, МІТ 
所 求 积分 为 


| dz- = Зи? а 
ї+тҮЗ /1+и 


км з3(5--а+ишйп+и!)+с 


277 Eo ЗП х2] +С. 


ын "ыз 


Йй ЖЇН ТЫШТ ЛЭ  (/:/х. 为 了 能 同时 消去 这 两 个 根 式 n 可 
= 4s. 于 是 dx =6t;di, 从 而 所 求 积 分 为 


615 z t? 
Пт" т.7196 | сгий 


— — 1 — — 
=6f (1 1502 гүр) 560 arctan і) + C 
=6( z – arctan/ х) + C. 


4 


йз 求 | 了/ ar. 
Tp} I+<x_ ltr _ 2. 1 24 
解 为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 \/ — = t 是 


-gri 从 而 所 求 积分 为 


1 Itr _ 20 Н 一 2 aL У 
= ---4д = |К 1); -pY 2| -at 
2% ЭЕ! Со 
= -2 | (1+) 21 —In 1с 


– 21 + 210(2+1) - 11-11 + C 


--2 175 +2 (E 1) наас, 


Е а а MARR TER], 
ШИ aB u. i ЕВЕ А E К, Н ЈЕ u 的 有 理 函 
. 217 > 


3 ,因此 原 积分 即 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


习 题 4-4 
求 下 列 不 定 积分 : 

L аз. 2. [222—9 
А59 а. [ату 

5. [2а 6. туйе. 
| re s. | SE. 


[rs +z) 


10. [-т—%. 
x 一 | 


ах (341) 
1-1 ЕУ 4241 5 [еу 
13 [222 14. |== | 
(zx +x+1) т 
dz | 
ТАРЭ 16. |= z` 


x 4х 
п. eres в. | ss. 


ах (И)? – 1 
19. | | 20. | 22 lar. 
ЕК КЇ Уты ман 
| Улс =. 22. |-445-. 
Vxz+l+1 Ме + 
э. |а, Nn 
lt+rr (+ 0) (е 1) 


第 五 节 积分 表 的 使 用 


通过 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ,积分 的 计算 要 比 导 数 的 计算 来 得 灵活 复杂. 为 
了 实用 的 方便 ,往往 把 常用 的 积分 公式 汇集 成 表 , 这 种 表 叫 做 积分 表 . 积 分 表 是 
按照 被 积 函数 的 类 型 来 排列 的 . 求 积 分 时 ， 可 根据 被 积 函 数 的 类 型 直接 地 或 经 过 
简单 的 变形 后 ,在 表 内 查 得 所 需 的 结果 . | 

本 书 末 附 录 焉 有 一 个 简单 的 积分 表 , 以 供 查阅 . 

我 们 先 举 几 个 可 以 直接 从 积分 表 中 查 得 结果 的 积分 例子 .， 


183) 
· 218 > 


12 
(Зх + 2): 


ЮЙ BERKERS az + 0 ,在 积分 表 ( 一 ) 中 查 得 公式 (7) 


dr= (Inlaz + b| + 2 | +C: 
a ат 


[сту + Б 


现在 а =3,6=4, РЖ 
л _ 1 4 
| буюр” у (з= 541 + уд }+ с. 


例 2 Rf dz 


5 — 4cos < ` 
ш ”被 积 函数 含有 三 角 函 数 ， 在 积分 表 ( 十 一 ) 中 查 得 关于 积分 | — SE 


的 公式 ,但 是 公式 有 两 个 ,要 看 а" »6 ва < 而 决定 采用 哪 一 个 
WE a=5.b= -4,a > 久 , 所 以 用 公式 (105) 


ат Р 


| ах 
а + фсозх 


= 2 fa+b (Y a- b z| 
-FN с = расан крл» +С (@ >b). 


于 是 
dz 
5 – 4с05 х 
_ 2 5+(—4) ы С | 
= ауу 54) nF) © 


= $arctan (3tan 3) +C. 
О E, 


例 3 求 | — ATA 
T 


解 ”这 个 积分 不 能 在 表 中 直接 查 到 ,需要 先进 行 变量 代 换 . 
&2х= u,JR2Z V Ах + 9 = Vu +3 ,r= > = йи. 于 是 


1 
> du _ du 


| х =ч 2 t э J ган _ 
[Же P н? + 3° u Ми? + 3° 
被 积 函数 中 含有 v ut? ,在 积分 表 ( 六 ) 中 查 到 公式 (37) 
| 4х -lipy а та 
ar | 
现在 a =3,x 相当 于 ,于 是 


+ C. 
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| ди ДУ u +3? – 3 
и Ми? +3? 3 ] | 
再 把 и =2+x 代 人 ,最 后 得 到 


dz | | Е: 
——== | ———— yl н: 
| и Ма? +32 3 ? 


最 后 , 举 一 个 用 递 推 公式 求 积分 的 例子 . 
例 4 Ж | Sut da. 
解 ” 在 积分 表 ( 十 一 ) 中 查 到 公式 (95) 
| sin"zdz = - a шак r ml | ай ЕЙ; 


利用 这 个 公式 可 以 使 被 积 函数 中 正弦 的 稀 次 减少 两 次 ,只 要 重复 使 用 这 个 


公式 ,可 以 使 正弦 的 等 次 继续 减少 ,直到 求 出 最 后 结果 为 止 ,这 种 公式 叫做 递 推 
AA. 
现在 n =4, 于 是 
| sin‘ хал = -se i f gin хх, 


对 积分 | sin? rdx 用 公式 (93) 


[а= гэрэй 22:50, 


4 
从 而 所 求 积分 为 
ЯВ. 
| sin* хах = 一 — + 3 Е 了 sin 2z) +C. 


一 般 说 来 , 查 积分 表 可 以 节省 计算 积分 的 时 间 IB Ж, RARR Y W ЭЭ 
的 基本 积分 方法 才能 灵活 地 使 用 积分 表 ,而 且 对 一 些 比较 简单 的 积分 ,应 用 基本 


积分 方法 来 计算 比 查 表 更 快 些 ,例如 ,对 | sin zcos zdz ,用 变换 и = sin х 很 快 
就 可 得 到 结果 .所 以 , 求 积 分 时 究竟 是 直接 计算 ,还 是 查 表 , 或 是 两 者 结合 使 用 ， 
应 该 做 具体 分 析 ,不 能 一 概 而 论 . | 

在 本 章 结 束 之 前 ,我 们 还 要 指出 :对 初等 函数 来 说 ,在 其 定义 区 间 上 , 它 的 原 
函数 一 定 存在 ,但 原 函 数 不 一 定 都 是 初等 函数 ,如 


[еа [= Tir | ах ах 
и х i In z” /tr 


等 等 ,它们 的 原 函 数 就 都 不 是 初等 函数 . 
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习 题 4-5 


利用 积分 表 计 算 下 列 不 定 积分 : 


求 下 列 不 定 积分 (其 中 a b 为 常数 ): 


Я | 
з. | sa (а»0). 
a-r 
5. k. 

T 


7. | {ап тах. 


1 1--25-с 2 |= фа 
I Ax -9 “) +2xz+5 `` 
3. [== 4. É 2х* +9dz. 
-4х + х 
5. [7 Зх? – 2ах. 6. | ё ов хах. 
7. | xarcsin zdr. 8. | — 
9. dz. 10. | єг" sin 3х4л. 
sin” + 
| 11. {sin 3хя5п 5zdr. 12 fi тах 
1 Ух-1 
13. [== 14. š 
1 1 
15. | — . 16 da: 
(162) ў zwVz -1 2 
17. | угз: 18 | воё хах 
19. [ лт лае, 20. |=. a: 
2 + 5cos х 
4х lez 
r+5 хах 
4 
х 
25. | тйл. 
总 习题 四 


T 


1 + cos х 
“хол яд `` 


4 


шл гад 


sin rcos + 
6. | : 
1 +sin r 


8. f sin zsin 2rsin Зах. 
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ах 
á Ee НЬ 


11. [= 
= 
13. [== br dx. 


| 
dz 
TV l+ x° 
19. Га + ааа. 


21. | arctanV хх. 


ч 3 
х 
23. | ға 


d: 
25. | 16:23 


x + sin Ti 
1+ cos x ` 


29. [ yz dr 
OES Ма +3) 
е" +e 
31. | 52-55 гүйх. 


33. [wa + у 14-22 )4х. 


35. | М 1- х arcsin zdz. 
37-|-222 ав 


l+ sin < 


dz 
хэ | (2 + cos x )sin = ` 


. 222 - 


| 
| 


ЕТЕТ 


| 


J 
| 


в. | 
о. | 


ас Tdr (a>0). 
-x 
cos хіх. 


dic SEn 
V lte” 
dz 


la — х)? ` 


sin < dz 
l+sin z 
3 
sin v TECOS 1502 
dr. 
соз 
dz 
atey’ 
— e. d< 
(e +1) `` 
In х 
(I+ z2)> 
х?атссоз £ 
一 一 dz 
мМ l-r 
dx 
sim 208 = 
sin recos = 
sin 2: + cos z 


第 五 章 定 积 分 


本 章 讨论 积分 学 的 另 一 个 基本 问题 一 定 积分 问题 . 我 们 先 从 几何 与 力学 
问题 出 发 引进 定 积分 的 定义 ,然后 讨论 它 的 性 质 与 计算 方法 . 关于 定 积分 的 应 
用 ,将 在 第 六 章 讨论 


第 一 他， 定 积分 的 概念 与 性 质 


1. 曲 边 梯形 的 面积 


# у= F(z) 在 区 间 [w ,5] 上 非 负 .连续 .由 直线 x =a、x=b、y=0 及 曲线 
у= f( 工 ) 所 围 成 的 图 形 ( 如 图 5 一 1) 称 为 曲 边 y 
梯形 ,其 中 曲线 弧 称 为 曲 边 . — | | 
我 们 知道 ,矩形 的 高 是 不 变 的 , 它 的 面积 
可 按 公式 


SIS 4! 
中 -一 I 
| 
矩形 面积 = 高 x 底 | | 
来 定义 和 计算 . 而 曲 边 梯形 在 底 边 上 各 点 处 НИЙГ 
的 高 f(x) 在 区 间 [a,6b] 上 是 变动 的 , 故 它 的 Оа л» xa x x xb x 
面积 不 能 直接 按 上 述 公式 来 定义 和 计算 . 然 图 5-1 
而 ,由 于 曲 边 梯形 的 高 F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 是 连续 变化 的 ,在 很 小 一 段 区 间 上 
它 的 变化 很 小 ,近似 于 不 变 .因此 ,如 果 把 区 间 [a ,0] 划 分 为 许多 小 区 间 ,在 每 个 
小 区 间 上 用 其 中 某 一 点 处 的 高 来 近似 代替 同一 个 小 区 间 上 的 窄 曲 边 梯形 的 变 
高 ,那么 ,每 个 窗 曲 边 梯形 就 可 近似 地 看 成 这 样 得 到 的 府 矩 形 . 我 们 就 以 所 有 这 
些 罕 矩 形 面积 之 和 作为 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 ,并 把 区 间 [e ,6] 无 限 细 分 下 去 , 即 
使 每 个 小 区 间 的 长 度 都 趋 于 零 ,这 时 所 有 罕 矩 形 面积 之 和 的 极限 就 可 定义 为 曲 边 
梯形 的 面积 .这 个 定义 同时 也 给 出 了 计算 曲 边 梯形 面积 的 方法 , 现 详 述 于 下 . 
在 区 间 [a ,5b] 中 任意 插入 若干 个 分 点 
a=zxz <x LTL х, <<x,=b, 
把 [a ,5] 分 成 л 个 小 区 间 | 


Се Гага [ziyz lj]， 


‚ 223 ， 


它们 的 长 度 依次 为 
Ату = z, T Zo ÂT, 三 了 一 1 Az, 二 了， = ps 
经 过 每 一 个 分 点 作 平行 于 y 轴 的 直线 段 ， РТТ л АР 
形 .在 每 个 小 区 间 [x,., ,xz;] БЕА 6 л, ARSE ) 88 8938 3 
形 近 似 替 代 第 ; ЯНЕ (= 1,2,…,n)， 把 这 样 得 到 的 » NEE 
之 和 作为 所 求 曲 边 梯形 面积 A 的 近似 值 , 即 
A 5=](ё,)Ах, + f(8,)A>;, += РСЕ, Ах, 


= > f(&)Ax,. 


为 了 保证 所 有 小 区 间 的 长 度 都 无 限 缩小 ， ЕЕ 区 间 长 度 中 的 最 大 值 
趋 于 零 , 如 记 А ётпах Ах ү,Ахэ Ах, | , 则 上 述 条 件 可 表 为 4 一 0. 31-90 时 
(这 时 分 段 数 ”无 限 增多 , 即 nx 一 ~ ), 取 上 述 和 式 的 极限 , 便 得 曲 边 梯形 的 面积 


RS 
А = іт > /(ё,)Ах,. 


2. 变速 直线 运动 的 路 程 


设 某 物体 作 直 线 运动 ， 已 知 速度 v= wz) 是 时 间 间 隔 [T, ,T:] 上 t 的 连续 
Ж, Н o(¿)>0, 计算 在 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 程 s. | 
我 们 知道 ， 对 于 等 速 直线 运动 ， 有 公式 
! 路 程 = 速度 x 时 间 . 
但 是 ， 在 现在 讨论 的 问题 中 : ,速度 不 是 常量 而 是 随时 间 变 化 的 变量 ， 因此 ,所 求 路 
As 不 能 直接 按 等 速 直线 运动 的 路 程 公式 来 计算 . 然而 ,物体 运动 的 速度 函数 
v= u(i) 是 连续 变化 的 ， 在 很 短 一 段 时 间 内 ,速度 的 变化 很 小 ,近似 于 等 速 . 因 
此 ,如 果 把 时 间 间 隔 分 小 ,在 小 段 时 间 内 ， 以 等 速 运动 代替 变速 运动 ， 那么 , 就 可 
算出 部 分 路 程 的 近似 值 ; 再 求 和 ,得 到 整个 路 程 的 近似 值 ; 最 后 ,通过 对 时 间 间 隔 
无 限 细 分 的 极限 过 程 ， 这 时 所 有 部 分 路 程 的 近似 值 之 和 的 极限 ， 就 是 所 求 变速 直 
线 运动 的 路 程 的 精确 值 . | 
”具体 计算 步骤 如 下 : | 
在 时 间 间 隔 [T, ,T:] 内 任意 插入 若干 个 分 点 
Ti = <t, Lle `< t,- кет. , 
ЇЕ Ti; TIIR n 个 小 时 段 | 
дуг ltr Л Р гай» 
各 小 时 段 时 间 的 长 依次 为 
At = А m t la t At = l, U baca 
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相应 的 ;在 各 有 段 时 间 内 物体 经 过 的 路 程 依次 为 
I ‚Ав, ауе As. 3 > 
ERAL -ioti ЕЕ — BF2] z (aKu), A r, 时 的 速度 
vlr; „Шы эрЁ, ] 上 各 个 时 刻 的 速度 ， 得 到 部 分 路 程 As, 的 近似 值 Ер 
| As;~œv(r;)At; “(:51,2,8 ,п). 
于 是 这 n ОЕШ и етеш ал 的 近似 值 ， 即 
:SRm(Cri)AL + 2(r,)At, t'e + о(т,„ )Az, 
= У) о(т,)Ді,. 


记 А = тахідг | АР ，,… ,At,|, 当 4 一 0 时 , 取 上 述 和 式 的 极限 , 即 得 变速 直 
线 运动 的 路 程 | 


= lim > о(т;)А!,. 
二 、 定 积分 定义 


从 上 面 两 个 例子 可 以 看 到 :所 要 计算 的 量 , 即 曲 边 梯形 的 面积 A 及 变速 直 
线 运动 的 路 程 y 的 实际 意义 虽然 不 同 ,前 者 是 几何 量 , 后 者 是 物理 量 , 但 是 它们 
都 决定 于 一 个 函数 及 其 自 变 量 的 变化 区 间 ,如 ， 

曲 边 梯 形 的 高 度 y= f(x) 及 其 底 边 上 的 点 х 的 变化 区 间 [a b], 

直线 运动 的 速度 o = v(i) 及 时 间 上 的 变化 区 间 [T , T. ]; 

其 次 ,计算 这 些 量 的 方法 与 步骤 都 是 相同 的 ,并 且 它 们 都 归结 为 具有 相同 结 
构 的 一 种 特定 和 的 极限 ,如 


面积 А = іт У /(ё)Ах,, 


| 路 程 s=lim S vlr; )At;. 
| ра | 

抛 开 这 些 问 题 的 具体 意义 , 抓 住 它们 在 数量 关系 上 共同 的 本 质 与 特性 加 以 
概括 ,我 们 就 可 以 抽象 出 下 述 定 积分 的 定义 . 

定义 ” 设 函 数 /(x) 在 [a,5] 上 有 界 , 在 [a ,6] 中 任意 插入 若干 个 分 点 
| QEL LTL Lr,- Llar, =b, | 
把 区 间 [a ,4b] 分 成 2 个 小 区 间 
Саа х 55 2251 28:18 
各 个 小 区 间 的 长 度 依次 为 

Ату = zr- Xo Ах Ty AT, = x. х, 


. 225 ` 


在 每 个 小 区 间 [z; ,zi] 上 任 取 一 点 6 (z <£ <S x,), ЕЙ ІН f(&;) 与 小 
KAKE Az; Е (2= 1,2, +, п), ЖЕНЯ 


$ = эц нэ 0) 


10: А = max Ал, ,Ar "~, Ат, і, 如 果 不 论 对 [a， bj 怎样 划分 ， 也 不 论 在 小 区 
” 间 [x,.i,x;] 上 点 和 怎样 选取 ,只 要 当 4 一 0 时 ,和 S 总 趋 于 确定 的 极限 1; 那 么 
称 这 个 极限 1 为 函数 (x) 在 区 间 [a,65b5] 上 的 定 积分 (简称 积分 分 ), 记 作 


| гєвэах, 即 


I Г Ara)dz= ЫР ОГЛ | й (2) 


其 中 (МОЛЛ, f(x)dx 叫做 被 积 表达 式 ， х 则 做 积分 变量 ,a 叫做 积 
分 下 限 ,6 叫做 积分 上 限 ,[a ,6] 由 做 积分 区 间 . 

利用 “e - 8" 的 说 法 ,上 述 定 积分 的 定义 可 以 表述 如 下 : 

设 有 常数 1, 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 。, 总 存在 一 个 正 数 6, 使 得 对 于 区 间 
[a,6] 的 任何 分 法 ,不 论 e 在 [x, 1 ,x;] 中 怎样 选取 ,只 要 A<6, 总 有 


15 лела - | «є | 
成 立 ， мгла) ИГ, 0] 上 的 定 积分 ， ко | хэс, 


注意 ” 当 和 > ПС )Az， 的 极限 存在 时 ， 其 极限 J Уза о) 


积分 区 间 [ oa ， 站 有 关 ， 如 果 既 不 改变 被 积 函数 /, 也 不 改变 积分 区 间 [u ,6] ,而 只 
把 积分 变量 х 改写 成 其 他 字母 ,例如 上 或 wx, 那 么 ,这 时 和 的 极限 工 不 变 ,也 就 是 
定 积分 的 值 不 变 , 即 


[ f(x)dr = [ Ро) = |, БО" 


这 就 是 说 , 定 积分 的 值 只 与 被 积 函 数 及 积分 区 间 有 关 , 而 与 积分 变量 的 记 法 无 


n J | 
和 2, РСЕ) Ах, 通常 称 为 F(z) 的 积分 和 .如 果 f(z) 在 [a,5]j 上 的 定 积分 


存在 ,那么 就 说 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 . 
对 于 定 积分 ,有 这 样 一 个 重要 问题 :函数 f(z) 在 [a ,5b] 上 满足 怎样 的 条 件 ， 

f(z) 在 [u,b] 上 一 定 可 积 ? 这 个 问题 我 们 不 作 深入 讨论 ,而 只 给 出 以 下 两 个 充 

分 条 件 . PR 

定理 1 设 f(z) 在 区 间 [4,5] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 
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定理 2 设 7F(z) 在 区 间 [o,2] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 , 则 f(x) 在 
La b] Ея. 

利用 定 积 分 的 定义 ,前 面 所 讨论 的 两 个 实际 问题 可 以 分 别 表述 如 下 : 

曲线 y= f(x) (f(x) 之 0) 、z 轴 及 两 条 直线 zx=a x= b 所 围 成 的 曲 边 梯 
形 的 面积 A 等 于 函数 7(z) 在 区 间 [a ， bj] 上 的 定 积分 . 即 


А-| f(x)dz. 
物体 以 变速 v= v(1) (vwv(i) 宇 0) 作 直线 运动 ,从 时 刻 г = T, 到 时 刻 上 = 
T, ,这 物体 经 过 的 路 程 s 等 于 函数 5(!) 在 区 间 [T, ,T;] 上 的 定 积分 , 即 
зор Їй v(t)di. 


下 面 讨论 定 积分 的 几何 意义 .在 [a,5] 上 f(z) 之 0 时 ,我 们 已 经 知道 , 定 积 
分 | f(z)dz 在 几何 上 表示 由 曲线 y= /(x)、 两 条 直线 z=a гер 5 ЭН 


成 的 曲 边 梯形 的 面积 ;在 [a,65] 上 f(x) 过 0 时 ,由 曲线 y= f(x). 两 条 直线 
z = az = b 与 + 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 位 于 x 轴 的 下 方 , 定 积分 

[кож 
”在 几何 上 表示 上 述 曲 边 梯 形 面积 的 负 值 ;在 
[а,Ь] E f(z) 既 取 得 正 值 又 取得 负 值 时 , 函 
Ж f(z) 的 图 形 某 些 部 分 在 x 轴 的 上 方 ,而 其 
他 部 分 在 x 轴 下 方 (图 5- 2), 此 时 定 积分 
| казах 表示 zx 轴 上 方 图 形 面积 减 去 z 轴 下 


方 图 形 面积 所 得 之 差 
最 后 , 举 一 个 按 定义 计算 定 积分 的 例子 ， 5-2 


例 1 利用 定义 计算 定 积分 f Pr 
解 ” 因 为 被 积 函数 f(z) = x? 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 ,而 连续 函数 是 可 积 
的 ,所 以 积分 与 区 间 [0,1]j] 的 分 法 及 点 & 的 取 法 无 关 . 因 此 ,为 了 便于 计算 ,不 妨 


把 区 间 [0,1] 分 成 н 等 份 ,分 点 为 x, = 方 ,i =1,2,…,n 一 1; 这 样 ,每 个 小 区 间 
“ханилах хамбын & =a i=l, 2, e,n. TE, Bf ` 
式 

D EAn = Уу az У) аА 


i=l 
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当 4 一 0 即 wo 时, 取 上 式 右 端的 极限 .由 定 积分 的 定义 , 即 得 所 要 计算 的 
积分 为 


|. а Т > бан = па (1+2) (2+2). 
O 三、 定 积分 的 近似 计算 | 


;从 例 1 的 计算 过 程 中 可 以 看 到 ,对 于 任 一 确定 的 正 整 数 z ,积分 和 
/(&)Ах, кө a. 

者 是 定 积分 | x*dz 的 近似 值 . 当 n 取 不 同 值 时 ,可 得 到 定 积分 | =az 精度 
不 同 的 近似 值 .一 般 说 来 ,n 取得 越 大 ,近似 程度 越 好 ， — | 
下 面 就 一 般 情形 ,讨论 定 积分 的 近似 计算 问题 . 设 A(z) 在 [a ,b] 上 连续 ,这 
时 定 积分 | /(z)dx 存在 .如 同 例 1, 采 取 把 区 间 [4,5] 等 分 的 分 法 , 即 用 分 点 


A E = 4 将 [a， 分 成 个 发 度 相 等 的 小 区 间 ,每 个 小 区 间 的 
长 为 


© 利用 恒等式 (wn +1) = п +3п52+3я + 1.1 
(п+ 1) ~ п = 3л? + 3н +1, 


п^- (п ~ 1)? =3( л. ~ 1) 43(я-1)41, 


13-235-352143-24 1, 
Дан 2-1-341-434141. 
把 这 п 个 等 式 两 端 分 别 相 加 ,得 
| ` (n+1) ° 1= 3012 +22 +... + 3) +3(1+2+ + n)+ n. ' 
由 于 $. y | +24 + =--я(и +1), 
代入 上 式 , 得 
nl+302+3n=3( +22+ + н) + Эни tl) n. 


кил, | +2 кек n?m (2 +1). 
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КЕЕ b-a 
| n 
在 小 区 间 [z; -wz ТЕ, =, | 
[а= эрэн 
从 而 对 于 任 一 确定 的 正 整 数 n, A | 
совета ў gua). 


记 (х) = у, (150,1,2, 5 п), EAIiE 


[лаа (уужуу). | (3) 
如 果 到 & = xz; , 则 可 得 近似 公式 
[Fedra Eto, уук у, (4) 


以 上 求 定 积分 近似 值 的 方法 称 为 矩形 法 ,公式 (3) (4) 称 为 矩形 法 公式 . 

和 矩形 法 的 几何 意义 是 :用 窗 条 和 抢 形 的 面积 作 y 
为 窗 条 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 整 体 上 用 台阶 形 
的 面积 作为 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 如 图 5-3 
所 示 ， 

求 定 积分 近似 值 的 方法 ,常用 的 还 有 梯形 法 
和 抛物 线 法 (又 称 辛普森 (Simpson) 法 ) ,简单 介 ` 1 
ЖШТ. | О! ахх, . х,-16 


у= (х) 
А] 


MEKE- Е Га, bln 等 分 . 设 На 
Fer) = у, у = F(z) 上 的 点 (zi,y) 记 作 ЭНХ, 


М, (i=0,1,2,--,n). 


梯形 法 的 原理 是 :将 曲线 y= fO) EADEM M.S EM MR 
‚ШЖ ЖЕЛЕ ЖШ Л ЖОЕ RREA E 5 – 4(a)), 由 此 得 到 定 积分 的 近 
似 值 为 


b 
` .n b-a Ya T у У 十 ya эш зз) 
MOTA ELEELE TENER. 


б- 4 + " 
= а +» + жу}. (5) 


显然 ,梯形 法 公式 (5) 所 得 近似 值 就 是 矩形 法 公式 (3) 和 (4) 所 得 两 个 近似 值 的 平 
均值 | 
抛物 线 法 的 原理 是 :将 曲线 y= F(z) 上 的 两 个 小 弧 段 Mi MMMM, Š 
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О Хүү, Xx; x O Xl X; Xir x 


图 5-4 ， 


起 来 ,用 过 M... M, ,Mi 三 点 的 抛物 线 y= pr’ + gr + г КСВ 5-4(Ы)). 

经 推导 可 得 ,以 此 抛物 线 弧 段 为 曲 边 ,以 [zx yz] 为 底 的 曲 边 梯 形 面 积 为 
(э +4y + yi) 2Ar= 2250» +4у, + унд. 

取 ”为 偶数 ,得 到 定 积 分 的 近似 值 为 


| адаг Аш 


=a 


b 
3n 


[(у + 4y + у) + (y: + 4у, + y.) + ++ (х + 4y,- + y,)] 


= 2 < [wm 十 У, + 4(y, + ys ++ Уул) + 2(y, + ya sss p X,-2)]. 


Зп 
| | | (6) 
012 按 梯形 法 公式 (5) 和 抛物 线 法 公式 (6) 计 算 定 积 | dr 的 近 


似 值 .( 取 п = 10, 计 算 时 取 5 位 小 数 ). 
解 计算 y, 并 列表 : 


10 | гаа | 2.00000 
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En sano napis 
-8,-3.13993, 


заасан цаана 
5,-3.14159. 


本 例 所 给 积分 的 精确 值 为 
r=3.1415926… 
用 5, 作为 x 的 近似 值 ,误差 小 于 107. 
计算 定 积分 的 近似 值 的 方法 很 多 ,这 里 不 再 作 介绍 . 随 着 计算 机 应 用 的 普 
及 , 定 积分 的 近似 计算 已 变 得 更 为 方便 ,现在 已 有 很 多 现成 的 数学 软件 可 用 于 定 
积分 的 近似 计算 . 


为 了 以 后 计算 及 应 用 方便 起 见 ， 对 定 积分 作 以 下 两 点 补充 规定 ， 
(1) 4 a = ы. [сае =0; 
(2) Ма» 时 , | / оГ РЕА [саа 


由 上 式 可 知 ,交换 定 积分 的 上 下 限时 , 定 积分 的 绝对 值 不 变 而 符号 相反 . 
下 面 讨论 定 积分 的 性 质 .下 列 各 性 质 中 积分 上 下 限 的 大 小 ,如 不 特别 指明 ， 
均 不 加 限制 ;并 假定 各 性 质 中 所 列 出 的 定 积分 都 是 存在 的 . 


ЖЖ 1 | [А х) + р(х) Јах = Ке + [сда 

= [| [f(z) +в) lde =lm >} LA) + (60А, 
= іт > f(6,)Ax, + lim > g(6,)A x, 
5 Їл хара [е Єўї. 

性 质 1 对 于 任意 有 限 个 函数 都 是 成 立 的 . 类 似 地 ， ЧИН: 

性 质 2 у f(x)dr (k ERRO. 


性 质 3 ia<c<b, I 
[ f(x)dx = | /(х)д + f /(0\х)ал. 


证 因为 函数 f(z) 在 区 间 [a,65]j 上 可 积 ,所 以 不 论 把 [a ,bj 怎样 分 ,积分 
和 的 极限 总 是 不 变 的 .因此 ,在 分 区 间 时 ,可 以 使 c 永远 是 个 分 点 .那么 ,[a ,6] 
上 的 积分 和 等 于 [a ,c] 上 的 积分 和 加 [c ,4b] 上 的 积分 和 , 记 为 


> EAr = Уу ЭГ DISCE Aa. 
[аЬ] ' lasc] lesb) ` 
S 4 一 0, 上 式 两 端 同时 取 极 限 , 即 得 
[ f(z)dzr = f /(х)ах + ! f(z)dz. 


这 个 性 质 表 明定 积分 对 于 积分 区 间 具 有 可 加 性 . 
按 定 积分 的 补充 规定 ,我 们 有 :不论 а.б,с 的 相对 位 置 如 何 ， 总 有 等 式 


(ries дшше Жын 
成 立 .例如 , 当 a<6b<c 时 ,由 于 

上 f(x)dr = Ї ZU) dz | Adz, 
于 是 得 | | 

Ї f(x)dx = ! f(x)dx - |А F(z)dz 


= [х х)4х + [лдаа 
а 如 果 在 区 间 [a ,0] 上 f(z)=1,MW 
| fiaz = [ ТР 
这 个 性 质 的 证 明 请 读者 自己 完成 . 
性 质 5 ”如果 在 区 间 [a,b5] 上 ,f(zx) 宇 0, 则 
| f(z)dz>0 (a <b). 
”证 因为 F(z) 之 0, 所 以 | 
f(&)2Z0 (;=1,2," л). 
又 由 于 Ac (=1,2,…,7), 因 此 
21 f< ё, )Ах,220, 
© А = тахіЛх,, ‘ЛА, 1—0, УВЕ НЛ ER. 
推论 1 如 果 在 区 间 [a,b] 上 ,/(zr) 志 g(x), 则 


[ Aedes | ez)dz (a <)b). 


. 232 ` 


证 ”因为 g(z) - /(х)220, НЕ 548 
|, t- коншы 
再 利用 性 质 1 , 便 得 要 证 的 不 等 式 ， 
推论 | f(z)dz|< лса бё: 
证 因为 | 
= Iff) Наэ, 
所 以 由 推论 1 及 性 质 2 可 得 


- | үлэг [саа | 114 х. 
即 | | | 


Јо | лэг. 
性 质 6 设 M 及 m Яй У) [a ,5] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 ， 
则 | 
m(b-a)< | ама) см 
证 ”因为 m<f(z)<M,BD HEB 5 推论 1 ,得 
[ ч [ теза [ Мах, 
再 由 性 质 2 及 性 质 4, 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
这 个 性 质 说 明 ,由 被 积 函数 在 积分 区 间 上 的 最 大 值 及 最 小 值 , 可 以 估计 积分 
信 的 大 致 范围 .例如 , 定 积分 | ，z'*dz, 它 的 被 积 函 数 7(>) = z 在 积分 区 间 


[ 序 ,1] 上 是 单调 增加 的 ,于 是 有 最 小 值 m (3) = 十、 最 大 值 M= (1)°=1. 
由 性 质 6, 得 | 

kl- 251, ztdr<1" (1-5). 
8 S f х*йх<-у. 


”性 质 7( 定 积分 中 值 定理 ) 如 果 函 数 F(z) 在 积分 区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 在 
[a,6] 上 至 少 存在 一 个 点 #, 使 下 式 成 立 ; 
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| Aed СЮ а) ТЕСР 


这 个 公式 叫做 积分 中 值 公式 ， 
证 把 性 质 6 中 的 不 等 式 各 除 以 4 - a ,得 


ñ 
m <+ | f(x)drM. 


这 表明 ,确定 的 数值 二 | f(z)dz 介 于 函数 (x) 的 最 小 值 m 及 最 大 值 M 之 


间 . 根 据 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 (第 一 章 第 十 节 定 理 3 推论 ) ,在 [a,b] 上 
至 少 存在 一 点 ,使 得 函数 f(x) 在 点 处 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 应 有 


z= [ f(z)dz== f(E) (а<ё<5). 
两 端 各 乘 以 - a , 即 得 所 要 证 的 等 式 . | 


显然 ,积分 中 值 公式 
[усаа = fD- a) (еа н» ZM) 
不 论 ахь ва>ьЬ 都 是 成 立 的 . . y 


积分 中 值 公式 有 如 下 的 几何 解释 :在 区 
间 [a,5] 上 至 少 存在 一 点 ,使 得 以 区 间 [a， E 
0] 为 底 边 .以 曲线 y= f(z) 为 曲 边 的 曲 边 梯 
形 的 面积 等 于 同一 底 边 而 高 为 f(&) 的 一 个 
矩形 的 面积 (图 5 一 5). 1 
按 积分 中 值 公式 所 得 7 


Egh | лда 
称 为 函数 f(x) 在 区 间 [a ,5b] 上 的 平均 值 . 例 
如 按 图 5- 5,7(6) 可 看 作 图 中 曲 边 梯形 的 平均 高 度 . 又 如 物体 以 变速 (ЕШ. ， 
线 运 动 ,在 时 间 区 间 [ T, ,T:] 上 经 过 的 路 程 为 | 9(04:28й, | 


5-5 


НӨ сг |, v(t)dt ,EE[T,,T,] 
便 是 运动 物体 在 [ T, , Т, ] 这 段 时 间 内 的 平均 速度 . 
2 题 5-1 


l. 利用 定 积分 定义 计算 由 抛物 线 у=? +I WER саге (Ь>а)Ж + 轴 所 围 
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成 的 图 形 的 面积 . 
`2 利用 定 积分 定义 计算 下 列 积分 ， 


(0) | хах (Ce (2) fede. 

3. 利用 定 积 分 的 几何 意义 ,证明 下 列 等 式 ; 

(D | 2zdz =1; (2) f V l- x ах= — 

(3 | snzaz=0; ` wT Q х. 

|. за zas Г, өв zdz | cos тал 

4. 利用 定 积 分 的 几何 意义 , 求 下 列 积分 : 

(D | хаг (1 > 0); (2) | (至 + 3)az; 

(3) | |z | dx; (4) [М9 аа. 

5. 设 e<2. 问 wb 取 什么 值 时 ,积分 「 - zz)dz 取得 最 大 值 ? 

6. 已 知 In2= | — так, ДЛАНКА 6) IRI n2 的 近似 信 ( 取 a=10, 计 算 时 
取 4 位 小 数 )， эз | 

7. af, 3/(2)4х = 18, | f(x)dr = 4, T = 3. 求 

01) j: ва, И. (2) f f(r)dr; 

D f а; w f +[4f(z) зи. 


8. 水 利 工程 中 要 计算 拦 水 闸门 所 受 的 水 压力 .已 知 闸门 上 水 的 压强 p IKAk F E K 
数 关系 , 且 有 p=9.8h (kN/m). EWA H=3 m, K L=2 т, k ЗЭН (7 
所 受 的 水 压力 P. 

9. 证 明定 积分 性 质 ; 


O) [лоас Е 1 1(4)4х: (k 是 常数 ); 
о) f 1dz= | etar 
10. 估计 下 列 各 积分 的 值 : 


. ВРЕ г. 5 : 
| ое йы o о |; (1+ ап? 7484 
43 1 2 
(3) |, arctan хат; (4) Ї е" ат 
# 2 


оп. 设 /(x) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 [ P(z)dz > (| 7(z)dz). 


12. 设 f(x) 及 а(х) [а,Ь] EE , ПЕВ: 
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(1) # а 5] 上 ,7(z)>0, 且 | Mz)dz=0. 则 在 [<,b] 上 /Ох)==0; 
(2) 着 在 [a,6] 上 ,7(z)>0, 且 (xz) 天 0, 则 | 7(z)dz>0i 


(3) EEla, b] E, f(z)<g(<x), Н [лса = [eCz)az, 则 在 [a,b] Со) = 
(т). І 

13. 根据 定 积 分 的 性 质 及 第 12 题 的 结论 ,说 明 下 列 各 对 积分 哪 一 个 的 值 较 大 : 

wf 5 :dz 还 是 | xdr? 


(2) Ї yd 还 是 [ dar? 
2 2 

(3) | In хах 还 是 ү (ln х)? dz? 
1 1 : 

(4) | zdz 还 是 [та + z)dz? 


(5) f Фас ва [а 159422 


第 二 节 ” 微 积分 基本 公式 


在 第 一 节 中 有 一 个 应 用 定 积分 定义 计算 积分 的 例子 .从 这 个 例子 我 们 看 到 ， 
被 积 函 数 虽 然 是 简单 的 二 次 罕 函 数 f(z)= z ,但 直接 按 定义 来 计算 它 的 定 积 
分 已 经 不 是 很 容易 的 事 .如 果 被 积 函 数 是 其 他 复杂 的 函数 ,其 困难 就 更 大 了 . 因 
此 ,我 们 必须 寻求 计算 定 积分 的 新 方法 . 

下 面 先 从 实际 问题 中 寻找 解决 问题 的 线索 . 为 此 ,我 们 对 变速 直线 运动 中 过 
到 的 位 置 函数 *(:) 及 速度 函数 2(z) 之 间 的 联系 作 进一步 的 研究 ， 


一 、 变 速 直线 运动 中 位 置 函数 与 速度 函数 之 间 的 联系 


有 一 物体 在 一 直线 上 运动 .在 这 直线 上 取 定 原点 . 正 向 及 长 度 单位 ,使 它 成 
一 数 轴 . 设 时 刻 上 时 物体 所 在 位 置 为 *(z) ,速度 为 90 (为 了 讨论 方便 起 见 ， 可 
以 设 v(t) 宇 0). 

从 第 一 节 知 道 :物体 在 时 间 间 隔 [T,,T:] 内 经 过 的 路 程 可 以 用 速度 函数 
х(:)Ж(Т,,Т,) ЕНЕ 
| еа: 


来 表达 ; 另 一 方面 ,这 段 路 程 又 可 以 通过 位 置 函 数 (г) СТ, ,T:] 上 的 增 
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APIT) 
来 表达 . 由 此 可 见 ,位 置 函数 s (£) E BE R R v(t) 之 间 有 如 下 关系 : 
x [эсш ОЬ а а 


EA s (2) = w(:), 即 位置 函数 *(:) 是 速度 函数 v(:) 的 原 函 数 ,所 以 关系 
式 (1) 表 示 ,速度 函数 v(1) 在 区 间 [T,,T:] 上 的 定 积分 等 于 vA s(t) 
在 区 间 [T,,T:] 上 的 增 量 

| s(T,) ~ s(T,). 

上 述 从 变速 直线 运动 的 路 程 这 个 特殊 问题 中 得 出 来 的 关系 ,在 一 定 条 件 下 
具有 普遍 性 .事实 上 ,我 们 将 在 第 三 目 中 证 明 ,如 果 函 数 F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 连 
续 , 那 么 , F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 的 定 积分 就 等 于 /(z) 的 原 函 数 ( 设 为 F(z)) 在 
区 间 [a ,5] 上 的 增 量 

F(b)- F(a). 


二 、 积 分 上 限 的 函数 及 其 导数 


设 函 数 SEKEL, bl EER HER х 为 [a,5] 上 的 一 点 .我 们 来 考 
Ж f(x) 在 部 分 区 间 [a ,x] 上 的 定 积分 


| даа. 


首先 ,由 于 f(x) 在 [a,xz] 上 仍旧 连续 ,因此 这 个 定 积分 存在 ,这 里 ,x Ж 
示 定 积分 的 上 限 , 又 表示 积分 变量 .因为 定 积分 与 积分 变量 的 记 法 无 关 , 所 以 ,为 
了 明确 起 见 , 可 以 把 积分 变量 改 用 其 他 符号 ,例如 用 :上 表示 , 则 上 面 的 定 积分 可 
以 写成 


[оош : 


如 果 上 限 х 在 区 间 [a,6b5] 上 任意 变动 , 则 对 于 每 一 个 取 定 的 х 值 , 定 积分 
有 一 个 对 应 值 ,所 以 它 在 [a ,5] 上 定义 了 一 个 函数 , 记 作 Ф(х): 


“Ф(х)- [оош Эў 


这 个 函数 OGRETMEN 1 所 指出 的 重要 性 质 . 
定理 1 WRAK f(z ) 在 区 间 [a ,65] 上 连续 , 则 积分 上 限 的 函数 


dizi [оа 


在 La ,0] 上 可 导 , 并 且 它 的 导数 | 
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p (x)= 45 | Оч: = f(z) ОСТ (2) 


iF "m 获得 增 量 Ax ,其 绝 y 
IHE ДЕ 31415, 4818 rt Arela, b), W B(x) 
( 5-6, + Ах >0) 4 х + Ax 处 的 函数 值 为 


Blr+Axr)= [i fl1)di. 


由 此 得 函数 的 增 量 | 
АФ =Ф(х+Ахт)-Ф(хт) 2, 


-| roa- хов | нэ 8-6 


= | кв + [лода - [оа | | 


> | | ае. 


再 应 用 积分 中 值 定 理 , 即 有 等 式 

АФ = /(8)Ах, 
这 里 ， EEr 与 ++Ax 之 间 ， BERMA RA Ах, анаан SEA E 
的 比值 


由 于 假设 f(z ) 在 [a,b] 上 连续 ,而 Az— 0 BF, £ 一 zx, 因此 lim f (&) = 
Р(х). ТЖ,.9АХ-0 对 上 式 两 端 取 极限 时 , 左 端 的 极限 也 应 该 存在 且 等 于 
к 这 就 是 说 ， 函数 B(xz) 的 导数 存在 ， 并 且 

Ф'(т) = flr). 

# х= а, Аг >20, ДАА Ф’, (а) = fla); Æ х= 6, Ах <0, Д 
理 可 证 Ф (0) = (6). 

定理 .1 证 毕 ， | 

这 个 定理 指出 了 一 个 重要 结 吉 论 :连续 函数 f(z ) E L ER > 的 定 积分 然后 
求 导 ,其 结果 还 原 为 F(z ) 本 身 .联想 到 原 函 数 的 定义 ,就 可 以 从 定理 1 推 知 
(x) 是 连续 函数 (xz) 的 一 个 原 函 数 .因此 ,我 们 引出 如 下 的 原 函 数 的 存在 
定理 . | | | | 
定理 2 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 函数 


Ф(х)= | уб) (3) 


就 是 f(z) 在 [e ,2] 上 的 一 个 原 函 数 . 
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这 个 定理 的 重要 意义 是 :一 方面 肯定 了 连续 函数 的 原 函 数 是 存在 的 , 另 一 方 
面 初步 地 揭示 了 积分 学 中 的 定 积 分 与 原 函 数 之 间 的 联系 .因此 ,我 们 就 有 可 能 通 
过 原 函 数 来 计算 定 积分 . 


三 、 牛 顿 - 菜 布 尼 茨 公式 


现在 我 们 根据 定理 2 来 证 明 一 个 重要 定理 , 它 给 出 了 用 原 函 数 计算 定 积分 
的 公式 . 

定理 3 如 果 函 数 下 (x) 是 连续 函数 f(x ) 在 区 间 [a,65] 上 的 一 个 原 函 数 ， 
则 


[ flx)dr=F(b)- F(a). (4) 


证 TET F(z) 是 连续 函数 /(х)н)—1` РАС, SAR aye BH 2 知道 ， 
积分 上 限 的 函数 


@(x)= [содае 


也 是 РО) В р. T E W ЛАС ЭЕ F(z)- Ф(х) а,б] 
定 是 某 一 个 常数 C (第 四 章 第 一 节 ), 即 

Е(х)-Ф(х)=С (а<х<%&). (5) 

ТЕ БН z=a, Е(а)-Ф(а)-С.Х.Ш B(x) 的 定义 式 (3) 及 上 节 定 

积分 的 补充 规定 (1) 可 知 B(a)=0, 因 此 ,C= F(a). 以 F(a) 代 人 (5) 式 中 的 


C, 以 | f(a 代 人 (5) 式 中 的 B(x), 可 得 


| f(a = Ё(х)- F(a). 


EEF r=b, WA ERARA). 
由 上 节 定 积分 的 补充 规定 (2) 可 知 ,(4) 式 对 a >b 的 情形 同样 成 立 . 
为 了 方便 起 见 , 以 后 把 下 (5) 一 F(a) 记 成 [F(x)], 于 是 (4) 式 又 可 写成 


f Ка ГЕ]. 


公式 (4) 叫 做 牛顿 (Newton) — X ti JE X (Leibniz) ARO. 这 个 公式 进一步 揭 
示 了 定 积分 与 被 积 函 数 的 原 函 数 或 不 定 积分 之 间 的 联系 . 它 表 明 :一 个 连续 函数 


Q 牛顿 (Isaac Newton,1642 一 1727) 英国 数学 家 .物理 学 家 , 微 积 分 的 英 基 者 .牛顿 的 微 积 分 学 说 
最 早 的 公开 表述 是 在 1687 年 出 版 的 巨著 《自然 哲学 之 数学 原理 》 中 ， 
ЗЕЛЕ JE X (Соп Wilhelm Leibniz, 1646—1716) ”德国 数学 家 . 微 积分 的 男 一 个 疯 相 者 .牛顿 - ЖЛ 
Ја ТОН ЖЕ ЗЕЛ ЁК 1677 年 的 一 篇 手稿 中 . 
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在 区 间 [a ,6] 上 的 定 积分 等 于 它 的 任 一 个 原 函 数 在 区 间 [e ,5] 上 的 增 量 . 这 就 
给 定 积分 提供 了 一 个 有 效 而 简便 的 计算 方法 ,大 大 简化 了 定 积分 的 计算 手续 . 
通常 也 把 公式 (4) 叫 做 微 积 分 基本 公式 ， 
下 面 我 们 举 几 个 应 用 公式 (4) 来 计算 定 积分 的 简单 例子 . 


例 1 计算 第 一 节 中 的 定 积分 | гах | 


解 AFLE x? 的 一 个 原 函数 ,所 以 按 牛 顿 - REBRA A 


例 2 计算 全 


соо : 


# 由 于 arctan z 01—00 А, Br 1 


| = = [arctan г ЇГ = агсїап V3 ~ arctan( — 1) 
I 


ltr 
08 
例 3 计算 | 2 


解 当 z<0 时 ,二 的 一 个 原 函 数 是 nlx| ,现在 积分 区 间 是 [ - 2, - 1] ,所 

以 按 牛 顿 — э; аш 
82-01 11:1-101-182--102, 

通过 例 3, 我 们 应 该 к 公式 (4) 中 的 函数 F(+) Е f(z ) 在 该 积 
TKH La , b] E h) IE K R. 

例 4 计算 正弦 曲线 y=sin + 4Е(0,51 y 
上 与 x 轴 所 围 成 的 平面 图 形 (图 5-7) 的 面 
іЯ. 

解 这 图 形 是 曲 边 梯形 的 一 个 特例 . 它 
的 面积 О 

A= | эп хах. 图 5-7 
H F -cos х Æ sin х 的 一 个 原 函 数 , 所 以 
A= [sin хах = [- cos х Ју =-(-1)-(-1)=2. 
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15 汽车 以 每 小 时 36 km 速度 行驶 ,到 某 处 需要 减速 停车 . 设 汽车 以 等 加 
速度 a = -5 m/s 刹车 . 问 从 开始 刹车 到 停车 ,汽车 驶 过 了 多 少 距 离 ? 

解 ” 首 先 要 算出 从 开始 刹车 到 停车 经 过 的 时 间 . 设 开始 刹车 的 时 刻 为 :=0， 
此 时 汽车 速度 


36 x 1 000 


va = 36 km/h = 3 660 


刹车 后 汽车 减速 行驶 ,其 速度 为 
v(t)= vw, ta =10-5:. 
当 汽 车 停 住 时 ,速度 v(z)=0, 故 从 
v(t1)=10-5t=0 


解 得 pa spp 
于 是 在 这 段 时 间 内 ,汽车 所 驶 过 的 距离 为 

s= [ш = fao -5:)41 = |10; -5x5 | = 100), 
即 在 刹车 后 ,汽车 需 驶 过 10 m 才能 停 住 . 


例 6 证 明 积 分 中 值 定 理 : 若 函数 f(x ) 在 闭 区 间 [a ,2] 上 连续 , 则 在 开 区 
间 (a ,2) 内 至 少 存 在 一 点 E, fE 


| хадах» /(0(9--4) (а<е<5). 


证 因 f(z) 连续 , 故 它 的 原 函 数 存 在 , 设 为 F(x), 即 设 在 [a,b] 上 F (x) 
= jz),. 根 据 牛 顿 - 菜 布 尼 茨 公 式 , 有 
КОТ оо ЕО, 
显然 函数 F(z) 在 区 间 [a ,56] 上 满足 微分 中 值 定 理 的 条 件 ,因此 按 微 分 中 值 


定理 ,在 开 区 间 (a ,5) 内 至 少 存在 一 点 E, E 
Е(6) - Е(а) = Е'(&) (6-а), ёЄ (а,Ь), 


故 [дах fb -a), EE (a,b). 


本 例 的 结论 是 上 一 节 所 述 积分 中 值 定理 的 改进 .从 本 例 的 证 明 中 不 难看 出 
积分 中 值 定理 与 微分 中 值 定理 的 联系 . 

下 面 再 举 几 个 应 用 公式 (2) 的 例子 . 

例 7 设 f(z) 在 [0, +co) 内 连续 且 f(x )>0. EBI РЫ 


OX 


m/s= 10 m/s. 


0 


Е(х)= = 
ХОС: 
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在 (0, + co) 内 为 单调 增加 函数 ， 
证 由 公式 (2) ,得 


E [гс = zf(=), 二 | f(a = Их). 


509, ЖООДЕ- ПЭЛ ОТ. 


[| t)dt | 


ЕКЕ = 1) (2); 


(КО ) 


按 假设 , 当 0<i<z 时 f(1)>0,(xz 一 41) f(t)>0, 按 例 6 所 述 积 分 中 值 定理 可 
知 


F'(z)= 


ОТ > 0, КЄ - 1) Га): > 0, 
FEL Е (2) >20 (x>0), 从 而 F(z) 在 (0, + %) 内 为 单调 增加 函数 . 


1 2 


e ' 4 
例 8 求 lim cos r 
хэ 


хо 


Но 易 知 这 是 一 个 让 型 的 未 定式 ,我 们 利用 洛 必 达 法 则 来 计算 .分子 可 写成 


„[ 
它 是 以 cos х 为 上 限 的 积分 ,作为 x 的 函数 可 看 成 是 以 x = cos z 为 中 间 变 量 的 
复合 函数 , 故 由 公式 (2) 有 

4 (2 аар 


— e dt = 一 一 e dt 
dx ast dz 1 
d “ i 2 Ў 
= |е’ dt， * (cos z) 
du I 
ae е 
= 一 e (一 sin т) 
=sin re 
因此 
1 2 
| е‘ dt ? 
lim == = lim 5926 ga 
r-0 X 1—0 2r 2e 
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3) 题 5-2 


1. 试 求 函数 y= [s tdt  х-05 х= ВР. 


N 


. 求 由 参数 表达 式 == | ып udu,y = | cos udu 所 确定 的 函数 对 z 69980. 


3. 求 由 ЕС + [с га! = 0 所 决定 的 隐 范 数 对 的 导数 入 | 
4. ЭҢ z 为 何 值 时 ,函数 1(z) = [е^ 有 极 值 ? 
5 计算 下 列 各 导数 : 


2 3 
а f / 5) 1 d í” dż : 
(1) £|. 1 + t di з (2) Eh Jikar , 


(3) E | совке?) : 
6. 计算 下 列 各 定 积 分 : 


оо (ва! -z+ аяз о | (et да: 

Ga) [ужа +W 工 )dzi (4) Е 

Ф, эрээ Of Er; 

(| = =: (в) | Эзе tla, 
(9) [з Хэн 230) ЇШ (ап? 040: 


anf | sin x | ах; 
› хо, х1, 
(12) f Aade gep Р(х) = {i тээ 
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of соѕ krda = 0; о) | еа 0х 

(3) ү сов kedz = п; (4) |: sin krda = x. 

8. k. CN ,B А31. ШЕН: 

wf cos rsin rdr = 0; (2) | cos kreos хат = 0; 


(3) Е sin krsin {хал = 0. 
9. 求 下 列 极限 : 
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л r 2 
| cos 141 (| er а) 
Р Ё : (2) їл-2----, 


(1) lim 5 
Ган! -0 te” dt 
{l 
10. 设 5 
I _ I хЄ[0,1), 
Fla) |= хЄ [1,2]. 


R Ф(х)= [оа 在 [0,2] 上 的 表达 式 ,并 讨论 @(z) 在 (0,2) 内 的 连续 性 ， 

11. iZ 

коен" 0< r<, 
0, х<0 Ñ xz >x. 

Ж Ф(х)= | Ade 在 (- өө, + ©) 内 的 表达 式 ， 

12. 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 且 f(x) 志 0， 

Е(х)=——— | 04. 

证 明 在 (a,6) 内 有 Е'(х)<0. 

13. 设 Flr) = f Sn tar R Р'(д). 


14. 设 /(z) 在 [0,+ %) 内 连续 , 且 іт /(x)=1. 证 明 函 数 


y= е), e'f(t)dt 


满足 方程 9+ у= /(х),3ЁЖ lim убт). 


第 三 节 ” 定 积分 的 换 元 法 和 分 部 积分 法 


由 上 节 结 果 知 道 ,计算 定 积分 [Жа 的 简便 方法 是 把 它 转化 为 求 rz ) 


的 原 函 数 的 增 量 .在 第 四 章 中 ,我 们 知道 用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 可 以 求 出 一 
些 函 数 的 原 函 数 .因此 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 来 计算 
定 积分 .下 面 就 来 讨论 定 积分 的 这 两 种 计算 方法 . 


一 、 定 积分 的 换 元 法 
为 了 说 明 如 何 用 换 元 法 来 计算 定 积分 , 先 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 ”假设 函数 /(x) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 ,函数 x = p(z) 满 足 条 件 : 


(1) ФСа) =а,Фф(В) = Ь; 
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(2) yp(z) 在 [a,B] (或 [8,a]) 上 具有 连续 导数 , 且 其 值 域 R =[а,6]0, 
则 有 


[лса = MEOLO (1) 


公式 (1) 叫 做 定 积分 的 换 元 公式 . 

证 由 假设 可 以 知道 ,上 式 两 边 的 被 积 函 数 都 是 连续 的 ,因此 不 仅 上 式 两 边 
的 定 积分 都 存在 ,而 且 由 上 节 的 定理 2 知道 ,被 积 函数 的 原 函 数 也 都 存在 .所 以 ， 
(1) 式 两 边 的 定 积分 都 可 应 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ,假设 FF(z) 是 f(z) 的 一 个 
原 函 数 , 则 


[Gaz = РО) - Fla) . 


另 一 方面 , 记 @(:)=F[o(t)], 它 是 由 F(z) 与 zx=o() 复 合 而 成 的 函数 .由 复 
合 函 数 求 导 法 则 ,得 
dF dx 


P (1) = ggr ()=/[ф()1]ф (t). 
这 表明 Ф(:) flol) () 的 一 个 原 函 数 . 因 此 有 
[700016008 St 


又 由 Ф(:) = F[e(:)]Ë ф(оа) = а, Ф(8) = Ь 可知 
Ф(В) – Ф(а) = Е[Ф(8)]- Е[ф(а)1= Е(Ь) – Е(а). 
所 以 


[Ca az = Е(5)-Е(а)= Ф(В)  Ф(а) 


= [6001 Ca. 
这 就 证 明了 换 元 公式 . 
在 定 积分 | /(z)dz 中 的 dz ,本 来 是 整个 定 积分 记号 中 不 可 分 割 的 一 部 
分 ,但 由 上 述 定 理 可 知 ,在 一 定 条 件 下 , 它 确实 可 以 作为 微分 记号 来 对 待 .这 就 是 
说 ,应 用 换 元 公式 时 ,如 果 把 (лах 中 的 z 换 成 (н), dz 就 换 成 р (14, 


这 正好 是 r= p(1) 的 微分 dx. 
应 用 换 元 公式 时 有 两 点 值得 注意 :(1) 用 x+ = p(1) 把 原来 变量 z 代 换 成 新 
变量 4 时 ,积分 限 也 要 换 成 相应 于 新 变量 о 的 积分 限 ;(2) ЖШН ЛОГО, 


Ф H pR R, 超出 [a b] ,但 еб М А: ЖИН, АЖ /Cz) 在 R。 上 连续 , 则 定理 的 结 
论 仍 成 立 . 
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的 一 个 原 函 数 (z) 后 ,不 必 像 计算 不 定 积分 那样 再 要 把 (г) ERRARE 
х 的 函数 ,而 只 要 把 新 变量 上 的 上 ,下 限 分 别 代 入 B(1) 中 然后 相 减 就 行 了 . 
例 1 计算 | Va max s0): 


解 it r=asin t, M] dz = асоѕ їйї, 


№ x =0 时 , 取 1=0; 当 z=a 时 , 取 3554 
于 是 


a 


7 [а + cos 2г)ағ 
0 


=“ [r+ Lsn 21 ав 
换 元 公式 也 可 反 过 来 使 用 .为 使 用 方便 起 见 ,把 换 元 公式 中 左右 两 边 对 调 位 
置 , 同 时 把 上 改 记 为 zx ,而 xz 改 记 为 1 ,得 


a 3 э 5 Ы] > 
| Va -dz = a: | cos ¿dt 
Ü 0 


[Felag Cz)dz = ffar. 
这 样 ,我 们 可 用 上 = p(xz) 来 引 人 新 变量 1, 而 a= ф(а), B= olb). 
例 2 计算 Ї cos rsin хах. 


解 ik t=cos xz, аг = -sin хах, E. 


当 z=0 时 ,上 =1; 当 z= 也 时 ,t=0. 
于 是 


4| sos хөш хіх =- | ed = | ed = [5], = £ : 
在 例 2 中 ,如 果 我 们 不 明显 地 写 出 新 变量 г, ДАЕТ Е. F ER Л Ж 
变更 .现在 用 这 种 记 法 写 出 计算 过 程 如 下 : 


z 
202088. р = 
| cos rsin хах = 一 
0 


I s 
| cos х 4(соѕ 2) 
0 


83 计算 Ї М sin х – зіп ах 
0 


解 Ë T /sm z siz = 


3 
sin (1-sin7r) = sin? z ` | cos z |, # 


[0,5 | Бсов х | = cos жЕ | эл Е, Поз x| = — cos zx, 所 以 
2 2 
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ч 
л зү 3 х 3 
. a 5 Е а . 
| Ysin? z — 5ш хах = | sin? .cos талх + | зп? х(-— cos х)4х 
0 Ü - 


2 


3.23 * 3 ‚ 
= | sin? та(ѕіп х) 一 | sin? za(sin х) 
ч z 


注意 如 果 忽 略 cos x |For] tE, mt 
М sin z — sin л = А. LCOS X 


计算 ,将 导致 错误 . 
` 4 2+2 | 
例 4 计算 |， >. 
解 ШЗ 1 =, 21,408, Н 
当 z=0 时 ,上 =1; 当 z=4 时 ,上 =3. 
于 是 


1 

—— + 2 

РО Же ЕН Ин 

|, Toi | кегш = ARC + 3)а; 


-Ц эрэр 
8|5 WE: . 


(1) 车 f(x) 在 [ -a,a] 上 连续 且 为 偶 函 数 , 则 
[лса -2| f(x)dz. 
(2) # f(z ) 在 [ — a ,a ] Ж#Н Жа] РИ ҖИ, UI] 
| лса = 0 
证 因为 , 
[лодае = | fde + [f(z)dz, 


对 积分 | 7(z)dz 作 代 换 z = -4, 则 得 
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[Жее Жей] Roppa ya ass 
于 是 
975 = ЕЕ х)іх + | 222 


= | [/(х) + f(— z)]d<x . 
(1) Ж f(x) BKA, 
Рх) + /(-х)=2/(х), 
从 而 fF (аже 2| /(л)4г . 


(2) Ж (х), ДІ 
Оа 05 


从 而 [ї f(=)d<= = 0. 


利用 例 5 的 结论 , 常 可 简化 计算 偶 函 数 、 奇 函数 在 对 称 于 原点 的 区 间 上 的 定 
积分 . 
例 6 Ж f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 


(1) | Fin х)4х = | Feos х )4х ; 


(2) | xf (sin х)4х = 5 | (sin т)дх ,由 此 计算 


Р А 
хіп х 
а 


=. 
o 1 + соѕ = 


证 (1) ё r= tM dr= -dt B 
№ > = 0) 时 ,t= 地; 当 z= 地 时 ,t=0. 


于 是 
[уып 4) asss ЕЕЕ 27 ) [ч 


= fÉ Keos t)dt = fÉ feos х)ах. 


(2) 8 х= к-г, dr = — dż, E. 
Щщ r=0 И ,г=л;т=хҤ{,/=0. 
于 是 
` 248 > 


| хып x)dz = 一 | ca — t)/flsin(z ~ 2) 14; 
= [= ¿)f(sin t)dt 
== Asin t)dt 一 | tf(sin 1)dt 


== | fsin Xx)dr 一 | zfCsin х)ах, 


所 以 | zf(sin z)dz = АНХ: х)4х . 
0 0 
利用 上 述 结论 , 即 得 
1 хзіпх |, ("еіп _ _ mw Í" а(соѕ х) 
o l + соз х 21614 соѕ х 2 Jú 1 + сох 


= 一 本 [arctan(cos х)]р 


2.32. T = т ИР n эй. 
-下 
WT fz)dr = [адаан 
а+аТ T 
о | f(z)dz = "| f(x)dr (n € N), 由 此 计算 
|, y 1 + sin2rdr. 
证 (LD ie @(a) = [лсе Sujeet D=o 
Ф(а) 与 a 无关, 因此 Ф(а) = (0), 8 
ЇСЭГ Е 679 


utaT nol sat+kT+T 
(2) | fade = У Adz, 


由 (1) 知 | Aade = | f(z)dz, 因 此 
三 rz)dz = "| f(z)dz. 
H T. 1 + sin 2+ ЖЬ х A JEHA 69 JE] ДИН РЁ ЖК. Ж ЛЯ ER, A 
网 ~ 1 + sin 2rdr = "|, 414882 4хл 
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н 
= 2| | sin z + cos z | dx 
0 : 


-42н|, | sin (> + 2) | dz 
0 
$E 


T 

n|; | 50.44 | dż 
+ 

= n| l sin ¿z 1 dż 
{1 


= РД) sin ¿dż 
0 
= 2./2n. 


МУ 5 = 
例 8 计算 | (27 -3х4 5:9 


解 х -3= +3 = (2-3) str- = un и (lu I< 5), 


19 


则 (x? — 3x + 3)° = = | = 2 sec" u,dz = Beet udu. H. 


X > = 01, и =- iz = 3 i, = 


2 


a 
37 
з 2 人 13 a 3V5 3 557, 
Чиг КЕЕДЕ du 


0 ОЗ ц 


9 
2р [+ —tan” u + а) udu 
= 也 4 


4 [3，. : 2 | 
= 一 | (sin и +3cos и)4и 
4 | 2 


4 (3 | 
= 一 | (2 + соз 2u)du 
т), 


1 7 
_|[2и + = sin 21 | 


V3 š 
= 8r 1. 
343 
例 9 设 函 数 
аж хе ЫН 2220, 
ак ! <x<0 
1 + cos 2 Ёоо 
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计算 [ баха) 


Ж 2-2-1, dx = аг, В 
当 x=1 时 ,1 = 一 1; 当 x=4 时 ,t=2 
于 是 


[z -2)4х = Ё f(i)di = f | жин + ега 


eT 
= té 一 Хэжин 
an 5 x 26 : 


二 、 定 积分 的 分 部 积分 法 
依据 不 定 积 分 的 分 部 积分 法 ,可 得 
и(х)о (х )4х = 1979 (т)ат | 
= | ez)v(z) 一 [vceu (ade | 


=[u(z)o(>z)]/ — [сеа Саз ， 


b b 
简 记 作 | uv dz = [ито] -| vu dx, 
b b 
或 | uav = [uv] - | vdu : 


这 就 是 定 积分 的 分 部 积分 公式 ,公式 表明 原 函 数 已 经 积 出 的 部 分 可 以 先 用 


К.Е А. 
例 10 计算 f arcsin хх . 


EN ЧО s 
解 | arcsin хах = | .rarcsin х]? “| dx 
3 0 7 
0 o Vl- z: 


例 11 计算 Ї 7217 


Ш ЖЮЛ. у = г, РОУ Р 
X r=0 ,г-0:34 -18, = 1. 


25р. 


于 是 | «Тас = af гга, = 2f zate’) 


24 є1- ЁС: )-2(е-16 1) 


-2|е-(е-1)1-2. 
Ф] 12 ЙЕН ЕТА з (59. эх ЇЇ 45) 2155 (147)): 


I, = Їй 82:42 | = Ї cos"zdz | 
0 0 


nola 23...30. 为 正 偶 数 ， 
noL n stan 为 大 于 1 的 正 奇数 . 


证 І, 5- | мат" zd(eos х) 
0 


= [~ cos zsin” z]? + (n — У | 
右 端 第 一 项 等 于 零 ;将 第 二 项 里 的 соз x 写成 1-sinz, 并 把 积分 分 成 两 个 ,得 
I, = (n -1) f sizar "E Df sin'zdz 
и РО, 


由 此 得 pepa y. 


这 个 等 式 叫 做 积分 1, 关于 下 标的 递 推 公式 . 
如 果 把 n É n -2, 则 得 


I 22т-1 2-3 ЭЭ: 
Sne 2m 2т-2 6 4 2 


_ 2m 2т-2. 6 4 2 = т 
тайытып > Эй (Элс 12,859, 


ЭРТ 


I н 23873... S Ws 

zin 2т Im? 6 4 2 2” 

_ 2m СОШ нео 2. 2: 
а] 2т - 1 7 5 3 (m=1,2,---) 


至 于 定 积分 | З| sin"zdx 相等 ,由 本 节 例 6(1) 即 可 知道 ,证 毕 . 


习 Ж 5-3 


1. 计算 下 列 定 积分 ; 
(1) |, sa(z + 互 )dz ; 
(3) 2 pcos edo ; 


(5) Ї cos udu ; 
ç 


42 
(7) ЇЕ м8 – 2y dy; 


(9) | Ма? — хіх (а > 0); 


хах 
ав, ааг 


13 ым Сг 
í Í, 41--1 
2 

(15) | zear; 


anj 228 (х + 2)ат | 


222 + 25 + 2' 


an | тіп хах; 


со, Саган а} аз, 
“ЭЛ 


(23) Е cos TCOS 2242: 
-7 


(25) ! ya yy 
0 


2. 设 /(х){Е а,Ь] EE , WEA 


| dz 
DÍ, (11 + 5х) : 
(4) Га _ sin’ 0)d0 ; 
л 
(|, У2- х ах; 
1 == 
(8) |, аа 


(10) [ : 


] + хт 


az) f =s ә 
аш f” zdr _ 
u м За — жх? 


16 
: їг =: 


хах 
as) f (<° -2x +2) i 


(a>0); 


(20) |”, асов? 0d0; 
т 


Tsin? т 


29) | 


(24) j: м cos х — cos r dx; 
-т 


2к 
(26) |. | sin (zx+1)1dz， 


2203-7 


[re yaz = [a +b- х)ах. 


К . 4 、 
3. 证 明 :| — =| үйл C > 0. 


4. 证 明 ， [о — х)"ах = [а —+)”“dz (m.n € N). 
5. 设 /(xz) 在 [0,1] 上 连续 ,wm EZ, 证 明 


ntl nil A 
2 fl sin x 1)dz = М ГО cos + 1)dz = |, Asin х)ах. 
4 зул 4 зул 0 


6. 车 /(7) 是 连续 的 奇 函 数 ,证 明 Ї сой EBEG /(1) 是 连续 的 偶 函 数 ,证 明 
[raya зв. 

7. 计算 下 列 定 积分 

(1) f re” dr; (2) | хіп хах; 


(3) | tsin ый Со 为 常数 ) (9 | dr; 
0 + sin + 


4 P ч 
(5) 1 Dd (6) J. .rarctan sde; 

т, 2 
(| e cos тал"; (8) | vlog ла: 

9 11 
(9) | (хяна) dz; (10) | зайн +)d<; 

0 „1 

е I ЯН 

anf, lin x | dx; (12) | = ša, (m € N°); 


(13) J, = | тёш tdr (m € N°). 
1) 


第 四 节 反常 积分 
在 一 些 实际 问题 中 ,常会 遇 到 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 者 被 积 函 数 为 无 界 函 


数 的 积分 ,它们 已 经 不 属于 前 面 所 说 的 定 积分 了 .因此 ,我们 对 和 定 积分 作 如 下 两 
种 推广 ,从 而 形成 反常 积分 的 概念 ， 


一 、 无穷 限 的 反常 积 


定义 1 设 函 数 f(r) EKBL, +o) LEE, R (ас, W RRR 
ЭКО 
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存在 , 则 称 此 极限 为 函数 F(z) 在 无 穷 区 间 [a, + co ) 上 的 反常 积分 , 记 作 
[сах m 


[са = lim | f(x)dz, (1) 
这 时 也 称 反 党 积分 | 7(z)dz kanm ЕЗШЕ ЖЕЛЕ, MEN S/O EER 
Em[a, + o ) 上 的 反常 积分 | Sdr 就 没有 意义 ,习惯 上 称 为 友 党 各 


| f(z)dz 发 数 ,这 时 记号 | f(x)dz 不 再 家 示 数值 了 

类 似 地 , 设 函 数 f(z) 在 区 间 ( - oo ,6] 上 连续 , 取 :< 46. 如 果 极限 

im | f(x)dx 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 SEIRA- co ,6] 上 的 反常 积分 , 记 作 
Wi 
[ f(x)dx = lim | f(r)dz, (2) 

这 时 也 称 反 党 积分 | Sodir 收敛 ;如 果 上 述 极限 不 存在 , 则 称 友 党 积分 
[Sede gt. 

设 函数 /(z) 在 区 间 ( о, + ce) 上 和 连续, 如果 反 常 积分 

НЭГ 和 | лса 

都 收敛, 则 称 上 述 两 反常 积分 之 和 为 函数 /(z) 在 无 穷 区 间 ( - co , + co) 上 的 反 
ERA | A(z)dz 8 


ЦЭГ: = [саг + | az)dz 
ЭГЭЛ ОЛ 


这 时 也 称 反 党 积分 | /(:04: 收 化 ;否则 就 称 反 党 积分 | ”f(zx)dz 88. 


上 述 反常 积分 统称 为 无 穷 限 的 反常 积分 ， 
由 上 述 定义 及 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 ,可 得 如 下 结果 . 
R Flr) (х) [а, + оо) БЮ — Ж, # lim F(x) 存 在 , 则 反常 


+ 252: + 


积分 


Їйл т)ат = lim F(x) - F(a); 


09. 


# im_F(z) 不 存在 , 则 反常 积分 | /(z)dx 发 散 . 

如 果 记 P(+ оо) = lim F(z),[F(z)] = Е(+ mw)-F(a), 则 当 

F( + co ) 存 在 时 ， 
[лса = [F(>)1:”; 

当 F(+ om) 不 存在 时 ,反常 积分 | /(x)dz ЖШ. 

类 似 地 , 若 在 ( оо, БЕ Еа) = fl), Ч ЕС co) 存在 时 ， 

[саа = СЕС)": 

当 F(- om) 不 存在 时 ,反常 积分 | fde RM. 

EW- со, +оо) Е (а) = у(х), ДЧ ЕО оо) Е( + со) ЕТЕ], 

[са = [F(+)]'%; 


当 Е(- oo) 与 F(+ oo) 有 一 个 不 存在 时 ,反常 积分 | Sde 发 散 . 


例 1 计算 反常 积分 |. х. 


оо 1 + сэн 
解 | Ar = [arctan 2112 
-» |] + + 

= lim arctan т 一 lim arctan x 

=->-[- 2)" 
> 5 л. 
这 个 反常 积分 值 的 几何 意义 是 : 当 
a— — со ф-> + 吕 时 ,虽然 图 5 一 8 中 阴影 


部 分 向 左 、 右 无 限 延 伸 , 但 其 面积 却 有 极 
限 值 т. 简单 地 说 , 它 是 位 于 曲线 y= 


TFR e 轴 上 方 的 图 形 而 积 ， 


02 计算 反常 积分 |， ie “dt ,其 ш 


tœ 
0) 
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中 是 常数 , 且 р > 0. 


Зэ до эрэ: 8528, 
Г р р 


注意 ,上 式 中 的 极限 lim ге “是 未 定式 ,可 用 洛 必 达 法 则 确定 . 
例 3 证 明 反常 积分 | dr (а»0)М р» 1 4 р<1 时 发 散 . 
证 当 p=1 时 ， 


当 p 关 1 时 ， 


因此 , 当 记 >1 时 ,这 反常 积分 收敛 ,其 值 为 ^--; 当 p<1 时 ,这 反常 积分 发 


二 、 无 界 函 数 的 反常 积分 


现在 我 们 把 定 积分 推广 到 被 积 函 数 为 无 界 函 数 的 情形 . 

ПРА ГО) Е а 的 任 一 邻 域 内 都 无 界 ,那么 点 a 称 为 函数 f(x) 
芽 点 (也 称 为 无 界 间断 点 ). 无 界 函 数 的 反常 积分 又 称 为 瑕 积分 . 

定义 2 设 函 数 f(x) 在 (u,b] 上 连续 ,点 a 为 f(x) 的 更 点 . 取 1>>4 ,如果 
极限 
lim Ї /(х)ах 


存在 , 则 称 此 极限 为 函数 r(x) 在 ( ,5] 上 的 反常 积分 ,仍然 记 作 КЕ. 
КОЕ = lim Їл х)ах. (4) 
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ж Ж БЯ | /(z)dz ek. 如 果 上 述 极限 不 存在 , 则 称 反 党 积 分 


b 


f(r)dr 发 散 . 


类 似 地 , 设 函 数 f(z) 在 [a ,4b) 上 连续 ,点 b 为 f(x ) 的 瑕 点 . 取 ; < b, Ша 
极限 


lim | F(z)dz 
存在 , 则 定义 a 
[едх = lim [Ade | (5) 

否则 ,就 称 反 党 积分 | лаг 发 散 

БН (г) [а,Ь ЕВА с (ась), н с 为 F(z) 的 环 点 .如 
果 两 个 反常 积分 

Їл Jd в| у х)ах 

Ик, ШЕ x: 


| rez)dz Е [леа р | гах 
5 lim | f(z)dzx 十 lim [лса (6) 


否则 ,就 称 反常 积分 Їл z)dx RË. 


ТЖ АЗ ЕСИ БЕ Ж ЖАЛ ‚ШП IB BJ + #- — ЖЛ J Жс Дз. 
їйлза (х), Æla, b] К F'(z)= f(z), Шэн. | F(x) 存 


在 , 则 反常 积 | 
й [лса = Е(5)- lim F(x) = F(b)- F(a'); 
如 果 lim РС) НЕ ЛБ Ч maf Fadi ЖЖ. 
我 们 仍 用 记号 [F(x )] 来 表示 F(5) -F(a ), 从 而 形式 上 仍 有 
[де = [F(zx)]. 


对 于 f(z) 在 [a ,5b) 上 连续 ,6 为 瑕 点 的 反常 积分 ,也 有 类 似 的 计算 公式 ,这 
里 不 再 详 述 

例 4 计算 反常 积 
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a` — 2 
Ж 因为 
lim = +e, 
r-ea u` —2 
所 以 点 a EBA ,于 是 
| dz = [arcsin z] = lim arcsin Z - 0 = 2. 
o dat — т? а Ја МЕЖ. а 2 


这 个 反常 积分 值 的 几何 意义 是 :位 于 曲线 y= у 
之 下 ,x 轴 之 上 ,直线 z=0 与 +=4a 之 间 的 


1 
ma 
图 形 面积 (图 5- 9)， | 
例 5 ийїї? | “юан. 


8 被 积 函数 /(т) = -在 积分 区 间 [ - 1,1] 上 
Ж z= 0 外 连续 , 且 lim -= 0. 
由 于 


即 反常 积分 | 5 dr 发 散 ， 所 以 反常 积分 | 9 dr gam. 
ЖЕ WEST -ОЁШ ЖИН, НЭР БН. 


! dz стр АЮ. : ОТИ ЭВЭР 
ры _ : ш Е 1 ls 2. 
例 6 证 明 反 常 积分 | 7 40<а<1 #8, q> RR. 


证 当 g=1 时， 


Ке уык = 09-01: 


In(b — a) — lim In(x — a) =+ о. 


+- a 


№ 0551 时 ， 
[ _ dz 2 - [= - | = ан < 
БЕ ч 2 Р ын 
a (т-а) q : шаг 
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因此 , 当 0<w<1 时 ,这 反常 积分 收敛 ， Riy 7, 4 之 1 时 ,这 反 


常 积分 发 散 . 


设 有 反常 积分 | f(x)dz， 其 中 f(x) EFKE (a,b) 内 连续 ,a 可 以 是 


- о, 可 以 是 + o,a .6 也 可 以 是 f(x) ВБА. ХН Е), ТЕ ПАА 
元 函数 单调 的 假定 下 ,可 以 像 定 积分 一 样 作 换 元 . 


再 令 


例 7 жайиз | —— 
хл 


解 ”这 里 ,积分 上 限 为 + %, 且 下 限 x = 0 БИН Н. 
令 = 1 .л-09 | ,—0,z— + оо] ¿— + оо. T E: 
E ах 2 9 2:4; Е ли а; 
Ju Ул (z + 1)* o (C + 1)” 0 (2° + 1)” 
= тап u, Ñ и =агсгап і, = 0 | u = 0,1 + со Wu 一 万 .于 是 
F dx . sec ийн 
° Srl +y o зес и 
本 例如 用 变换 二 = 或 -二 -=4, 计 算 会 更 简单 些 ,读者 可 自行 解 之 . 


= Е иди = 2. 
0 


习 题 5-4 


1. 判定 下 列 各 反常 积分 的 收敛 性 ,如果 收 敛 ， We 


Ши ЕТ (2) ИЕ 
(3) Ї. е4х(а > 0); wf, Тэ йн _ ун 
(5) еты юг: (р >0, > 0); |. Tg — 了 z? 

! rdr dr 

; 8 

nj —: Df сту (1 еду" 

2 тах dr 

——T; : 10 -——=————. 

(о) | шан ( хн = 


2. k 为 何 值 时 ,反常 积分 |， 收敛 ? 当 友 为 何 值 时 ,这 反常 积分 发 散 ? 又 当 人 


s): 


为 何 值 时 ,这 反常 积分 取得 最 小 值 ? 


3. 利用 递 推 公式 计算 反常 积分 1 = | «лах (n € N). 
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反常 积分 的 收敛 性 ,可 以 通过 求 被 积 函数 的 原 函 数 ,然后 按 定义 取 极 限 ， — 
据 极 限 的 存在 与 否 来 判定 .本 节 中 我 们 来 建立 不 通过 被 积 函 数 的 原 函 数 判定 
常 积分 收敛 性 的 判定 法 . 


一 、 无 穷 限 反 常 积分 的 审 钱 法 
定理 1 RAR (г) (а, + co ) 上 连续 , 且 f(x) 之 0. 若 函数 
F(x)= [оош 


在 [a,+o%) 上 有 上 界 , 则 反常 积分 | /(:)4: itt. 


事实 上 ,因为 р(х) 20, F(x) 在 [a, + oo) E R iM JH, X F (+) fE 
[a,+%) 上 有 上 界 , 故 F(x) 在 [a,+ oo) 上 是 单调 有 界 的 函数 .按照 *[a,+o%) 
上 的 单调 有 界 函 数 F(z) 必 有 极限 lim F(x)" 的 准则 ,就 可 知道 极限 


lim JA г)а; 
存在 ， 即 反常 积分 | f(x)dx И. 


根据 定理 1, 对 于 非 负 函 数 的 无 穷 限 的 反常 积分 ,有 以 下 的 比较 审 敛 原理， 
定理 2( 比 较 审 剑 原 理 ) 设 函 数 Ca) (т) ЕК (а, +оо) БЕ ШЖ 


O< /(+-)<g(x) (aSr< +оо), B [соаг Т | лсо 也 收 
оаа f(r) (a<r< +c), Н ХЭТ: 发 散 , 则 
[лода 也 发 散 . 
证 设 a<1<+%m, 由 0<J(x)<g(r) 及 | Се) ат Ж, 
Їл» jdr g [ее уйа [ 48. 
ЧАТ 
Е(1)- Ka 
在 [a, + co) 上 有 上 界 .由 定理 1 即 知 反 常 积分 ИР 收敛 ， 
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如 果 0 过 g(x) 壹 f(x), 且 [кч 发 散 , 则 [лсе 必定 发 散 .因为 


如 果 НЭГ, 收敛 ,由 定理 的 第 一 部 分 即 知 | алдаг 也 收敛 ,这 与 假设 相 
矛盾 .证 毕 ， | ШТ 
由 上 节 例 3 知道 ,反常 积分 | = (a>0) 当 p>1 К; 4 рі 时 发 


散 .因此 , 取 g(z)= 今 (A>0), 立 即 可 得 下 面 的 反常 积分 的 比较 审 化 法 . 
定理 3( 比 较 审 交 法 1) 设 函 数 F(z) 在 区 间 [a , +0) (a >0) 上 连续 , 且 
f(x) 之 0. 如 果 存 在 常数 M >0 及 p>1, 使 得 fr) (а<х< + оо), NE 


常 积分 | Sede 收敛 ;如 果 存在 常数 N>0, 使 得 /(z)2>7 (аа +), 
则 反常 积分 | 7(z)dz 28. 


Ж, „т ‚ 
例 1 判定 反常 积分 | у 2-00. 
# HF 


222 ЖЕРЕ ЕЕЕ sN 
Мх +1 2 + 
根据 比较 审 伍 法 1 ,这 个 反常 积分 收敛 . 
以 比较 审 伍 法 1 为 基础 ,可 以 得 到 在 应 用 上 较为 方便 的 极限 审 伍 法 . 
ERIRE) 设 函 数 F(z) 在 区 间 [a, + со) ЕЕ, В f(z>)20. 


如 果 存 在 常数 p>1, 使 得 lim_z'/(z) 存 在 , 则 反常 积分 | f(x)dx 收敛 ;如 果 


lim х/(х)=4>0 (或 lim zf(x)= + oo), 则 反常 积分 Wa 发 散 . 


证 设 lim zx?f(z)=c (p>1). 根 据 极限 的 定义 ,存在 充分 大 的 z, (=, 
Za,z/2>0),34 +> x, 时 , 必 有 
Ср К 
由 此 得 0<т”"/(х)<1+є. 


Ф1+с= M>0, 于 是 在 区 间 т< z< + 内 不 等 式 0<f(x)< 节 成 立 .由 比 
较 审 全 法 1 | Siedze са 
[ Fedr = lim | f(x)dx = lim Сада + Ї f(x)dz | 
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975 + lim| f(r)dzr 


5 | ЦЭГ, + | Amz)dz， 
故 反 常 积 
[яса 
у 8 
ШЖ lim zf(x) =d>0 (或 +co), 则 存在 充分 大 的 хү, х >zi 时 , 必 有 
15/(:)-4145, 
由 此 得 а/(х)>®. 


(5 lim Tf (x)= + co 时 ,可 取 任 意 正 数 作为 d. Ka = N >0. + E # É [B] 
z< r< + IF Ог) л RE RE ОК 1 知 | F(z)dz 发 散 ， 
从 而 反常 积分 f(z)dz 发 散 . 


例 2 判定 反常 积分 — dz ЯАВ. 


ЛЕЧУ 
# ”由 于 
lim T а ЗАИН lim Кы =1, 
шалан х Jit у. t+] 
52 
1:4::17:4::3::5:/47:38 1, 知 所 给 反常 积分 收敛 . 
+ co 312 
йз 判定 反常 积分 | — qr 的 收 全 性， 
1 1+ух 
Ж» 由 于 
lim + х? = lim тут. + оо 
根据 极限 审 伍 法 1, 知 所 给 反常 积分 发 散 . 
例 4 判定 反常 积分 | “= лак. 
解 ” 由 于 
lim x nT lim arctan т = —, 
oo 2 хээЖ oo 2 
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根据 极限 审 伍 法 1, 知 所 给 反常 积分 发 散 . 

假定 反常 积分 的 被 积 函 数 在 所 讨论 的 区 间 上 可 取 正 值 也 可 取 负 值 .对 于 这 
类 反常 积分 的 收敛 性 ,有 如 下 的 结论 

定理 5 REN) ERAL, + oo) 上 连续 .如 果 反 常 积 


[еса 
收敛 , 则 反常 积 
[лч 
шй. | 
证 $ ф(х) = (бх) + РС) 1) FE g(z)20,Be(z)<| (z), 


|. \/(х)14х\й&, H ЕШ 98 BS ga BJ SI [еса е. {Н f(z) = 
2ф(2) - 1502 )1, Att н 
| [яа =2 [7 ф(х)ӣх 一 р (х) 1ах. 


可 见 反常 积分 | “7(z)dz 是 两 个 收敛 的 反常 积分 的 差 , 因 此 它 是 收敛 的 .证 毕 . 

通常 称 满足 定理 5 条 件 的 反常 积分 | f(z)dz HANKK Рв EMS 
可 简单 地 表达 为 :绝对 收 全 的 反常 积分 | f(x)dz BERN. 

例 5 判定 反常 积分 | e “sin bzdz (a,b 都 是 常数 , 且 a>0) 的 收 全 
" 

# 因为 |e “sin bx|<e“, 而 | e az 收敛 ,根据 比较 审 敏 原理 ,反常 


+ oo 
0 


积分 | Ге“ sin бх |а 收敛 .由 定理 5 可 知 所 给 反常 积分 收敛. 


二 、 无 界 函数 的 反常 积分 的 审 伍 法 
对 于 无 界 函 数 的 反常 积分 ,也 有 类 似 的 审 敛 法 . 
由 上 节 例 6 知道 ,反常 积 
Ї ах 
a (+ — а)" 


当 g<1 时 收敛 , 当 21 时 发 散 . 于 是 ,与 定理 3 ER 4 Aa S HI F W 4 ТЯ 
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Ж: 
定理 6( 比 较 审 伍 法 2) 18814 f(x) 在 区 间 (a,4b] 上 连续 ,上 且 fF(z=)>0, 
二 a 为 /(x) 的 瑕 点 .如 果 存 在 常数 M >0 及 dg<1, 使 得 


EDES (а<т<ьЬ), 


_ M 6 
(12-00 
则 反常 积分 КЕ, а ШЖЛЕЛЕШ N >0, 使 得 
| (жу. овер), 
х а 
则 反常 积分 КО 发 散 . 


定理 7( 极 限 审 伍 法 2) 设 函 数 f(x) 在 区 间 (a,b] 上 连续 , 且 /(2)220, 
X= 三 a 为 f(z) 的 瑕 点 ,如果 存 在 常数 0<g<1, 使 得 
lim (х—а)"](х) 


存在 , 则 反常 积分 КО 收 伍 ;如 果 
lim (х-а) (=) =а>0 (或 lim (х-а) (х) = +œ), 
则 反常 积分 Їл БУРГТЭ 


#6 判定 反常 积分 | 27 的 收 全 性 . 


解 这 里 zx=1 是 被 积 函 数 的 下 点 .由 洛 必 达 法 则 知 
lim (x 一 D= lm -L = 150, 

ал» ! nx „+17 1 

Pn 


根据 极限 审 敛 法 2, 所 给 反常 积分 发 散 . 
例 7 判定 椭圆 积分 


|, A 
ОЕ) 


的 收敛 性 . 
解 ” 这 里 x = 1 J EE ЮЖН AA h T 
lim (1 — Ку ЭИ» ИНН 
хэр? (1-223(1-4729) 
1 1 


ОЕ 5) оС 2) 
根据 极限 审 伍 法 2, 所 给 反常 积分 收敛 . 
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对 于 无 界 函 数 的 反常 积分 , 当 被 积 函数 在 所 讨论 的 区 间 上 可 取 正 值 也 可 取 
负 值 时 ,有 与 定理 5 相 类 似 的 结论 ,在 此 不 再 详 述 . 


例 8 判定 反常 积分 Їл 六 sn laz ЯКЕ. 
解 нж |а +<, 而 | = 空 收敛 ,根据 比较 审 伍 原 理 ,反常 积分 


222 
+ 


dz СЖ, 从 而 反常 各 分 | -L Урын 二 dz 也 收敛 


三 、 工 函数 


下 面 介 绍 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 意义 的 工 函数 这 函数 的 定义 是 
o= | e “> !dz (s>0). (1) 


首先 讨论 (1) 式 右 端 积分 的 收敛 性 问题 .这 个 积分 的 积分 区 间 为 无 穷 , 又 当 
s= 1<0BF + =0 是 被 积 函数 的 瑕 点 .为 此 ,分 别 讨论 下 列 两 个 积分 


l +оо 
= | е ‘аг, = | e “zx dz 
0 1 


的 收敛 性 ， 
先 讨论 1.3 5221 3,1, 是 定 积分 ; 当 0<s<1 时 ,因为 
而 1 s<1, 根 据 比较 审 伍 法 2 ,反常 积分 1, 收敛 . 
再 讨论 1, .因为 | ra 


+1 


i 
根据 极限 审 合法 1,1, 也 收敛 . 
由 以 上 讨论 即 得 反常 积分 | ее тас 对 s>0 均 收 
ST 函数 的 图 形 如 图 5 - 10 Ж. 
其 次 讨论 荆 函数 的 几 个 重要 性 质 . | 5-10 


1.5 ЛЖ Г(41)-5Г(58) (820). 
证 应 用 分 部 积分 法 ,有 


reens f | z d(e ”) 
š 0 


0 


-0, 


Q - N v + 
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+ ce 


-|-хе 1 + :| ед dz 
0 


= sT'(s), 
其 中 lim ze” =0 可 由 洛 必 达 法 则 求 得 . 


显然 ,T(1) = (Я ТЕЗ И 
Ü 


反复 运用 递 推 公 式 , 便 有 
Г(2) = 1.Г(1) -1 9 
Г(4) =3:Г(3) =3!, 
一 般 的 ,对 任何 正 整数 n, A 


T(n+1)=n! 
所 以 ,我 们 可 以 把 TT 函数 看 成 是 阶乘 的 推广 . 
2. 当 s—0'Rf,T(s)— + co. 


证 因为 
pays Ps Pupas is 
зен ынан 
3. T(s MSNS - (0<s<1). 


这 个 公式 称 为 人 元 公式 ,在 此 我 们 不 作证 明 
当 *= 天 时 ,由 余 元 公式 可 得 


4. ТО) | e z rdz 中 , 作 代 换 = A 
гз) = |е" u™' du. (2) 
再 令 2s -1= йз =з, Н 
| ° -u а 85) G (5 = 15 


上 式 左 端 是 应 用 上 常见 的 积分 , 它 的 值 可 以 通过 上 式 用 三 函数 计算 出 来 . 


Ф 了 函数 在 >0 时 连续 . 
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在 (2) 中 , 令 s= 


"i= 


从 而 


上 式 左 端的 积分 是 在 概率 论 中 常用 的 积分 . 
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1. 判定 下 列 反常 积分 的 收敛 性 : 

“S х? ы dx 
of, а о) | е 
(3) Й sin Зүйл (4) E РТ — т, 
G) [Í хашин: Жау; (6 [2 T | 
D f c (в) | ы 

vA-r а З 2. 


2. 设 反 常 积分 | Plede 收敛 .证 明 反常 积分 8 LO) da shuka. 
з. AT 函数 表示 下 列 积分 ,并 指出 这 些 积分 的 收敛 范围 : 
ТІМ єз ат (920): (2) [ (in 21 dx; 


(3) F хет" dz (n=0). 


4. wa г(2521)- нэн хаш, 
5. ЇЕ Л ТА (ИТ n EN ): 


(1) 2:4:6:-442л-2"Г(н41): (2) 1-3-5-- Ол T(n) 


Г( n). 
(3) /лГ(2н) = 22" "'T( a) [ n 十 >) (ЗЕ Legendre) 1 Н 25). 


总 习题 五 
1, 填空 : 
(1) 函数 f(x) 在 [a,6] 上 有 界 是 fx) 在 [a.5] 上 可 积 的 条 件 , 而 f(r) 在 
[a ,5] 上 连续 是 1(x) 在 [a,5] 上 可 积 的 条 件 ; 
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(2) а, + =) ЕЗ А .连续 的 函数 Оз) , 它 的 变 上 限 积 [raya Га, + о) E 


界 是 反常 积分 | /Ce)dz 收敛 的 条 件 ; 
O 绝对 收敛 的 反常 积分 | _ e ; 


(4) 函数 /(х){Е (а,51ЕНЖЕХН (х) Ela, b] ЕН, НЯ [лова 


f#. `: 
2. 回答 下 列 问 题 : 


(1) RAR / (л) Я g(x) 在 区 间 [a,46] 上 连续 , 且 /(x) 之 g(x), 那 么 [алсо = 
glr) lde 在 几何 上 表示 什么 ? 
(2) RAR Ох) ЕК (а, БЈБ, В (2) 20, А [дае РЕТ 


А? 
(3) 如 果 在 时 刻 上 LA pC e) AY СН (AA {у АУ [В] ГА 0 31 AS АО ЯЙ ЖШ) т] — КШ ЕЖ, 


жа f’ ep(z)dy 表示 什么 ? 
4 
(4) йя АГИЙ ЧЭ «(0,482 | ud 表示 什么 ? 


(5) 如 果 一 公司 经 党 某 种 产品 的 边际 利润 函数 为 P(x) WA | “Р Схдах 表示 什么 ? 
`3. 利用 定 积分 的 定义 计算 下 列 极限 ; 

(1) lim Эрэн (2) lim Жыны (p>0). 

4. 求 下 列 极限 : 


‚ Ї (arctan 1374: 
ОТЕ Ие О) Р pasa Gal 


(1) lim — 
>а oa 


5. 下 列 计 算是 否 正确 , 试 说 明理 由 ， 


dë а р dt __ 
(2) 因为 aa trt] | ; Рр” 
ши [ dx = 
-it +rt+l 


=” А x = 
| r= > „іт, j. Тт =0. 


6. Хал 0.1 
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] 
z т 1 _ x 
f а +]; ПЕР. в 97 


7. 设 p>0, 证 明 


p ! dz 
za<l, Е 


8. 设 f(z) g(x) 在 区 间 [a,b] 上 均 连 续 ,证 明 : 
b h 8 
ШИНГЭЭНЭ 


о (| [Ket аб?) (содан) f (| ёсов) (闵可夫 斯 基 不 
等 式 ). i 
9. š Хг) Ж [а,5]ЕЖ#,Н FA(zr)>0. 证 明 


Ї flr)dr: 520-9. 
10. 计算 下 列 积分 


of Насан zi of (1 + tan z)dzi 

(3) Ї тур (а>0); (4) k VI-sin2rdr; 

(s) | K (6) | x Ус хоё тах: 
(I) [= 1 cos х dz [| rr 

(9) j T: (10) [, такіе? е, Па. 


11. Ë /(z) 为 连续 函数 ,证明 


|, у) (х-04:- f (|, /du jd 
12. 设 /(z) 在 区 间 [< ,6] 上 连续 , 且 /(э)»0, 
F(z)= | zea: + [5 ХҮР 211787) 
证 明 ， 
(1) ЕЁ(ху222: 
(2) 方程 F(x)=0 在 区 间 (a,6b) 内 有 且 仅 有 一 


13. 求 [ АК - 1)dz , ЖФ 


т , х220, 
Гбх) = 1 
Ite’ т<0. 


14. 设 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,g(x) 在 区 间 [a,6] 上 连续 且 不 变 号 .证 明 至 少 存在 一 
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点 ёЄ[а оТ, ГЭЛЭГ, \ 
|ва гаа! z(z)qz спав 一 中 值 定理 )， 


“15. 证 明 : | "S de= f ыг зүй dz (m>1) ,并 用 它 证 明 ， 


ЯО аря ын kb 
Tiz; 2 
ој | | ш, Ей 


t cos £ 
(3) | ln z dz; 


pE 4 
| улгу ~ Jae De 2) 
$ 17. 计算 下 列 反 常 积分 : ，- 


Л . f у л pa ss фа: 
оь sin хіх; | | (2) г", {тк о 


ү” са Е аси ДР Е 
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第 六 章 ” 定 积分 的 应 用 | 


本 章 中 我 们 将 应 用 前 面 学 过 的 定 积分 理论 来 分 析 和 解决 一 些 几何 、 物 理 中 
的 问题 ,其 目的 不 仅 在 于 建立 计算 这 些 几 何 、 物 理 量 的 公式 ,而 且 更 重要 的 还 在 
于 介绍 运用 元 素 法 将 一 个 量 表达 成 为 定 积分 的 分 析 方 法 ， 


第 一 节 ” 定 积分 的 元 素 法 


在 定 积分 的 应 用 中 ,经 常 采用 所 谓 元 素 法 .为 了 说 明 这 种 方法 ,我 们 先 回顾 
一 下 第 五 章 中 讨论 过 的 曲 边 梯形 的 面积 问题 . 

设 f(z) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 且 f(x) 之 0, 求 以 曲线 y= f(x) 为 曲 边 、 底 为 
[a ,2] 的 曲 边 梯形 的 面积 A .把 这 个 面积 A 表示 为 定 积分 

A= НЭГ, 

的 步骤 是 : 

(1) 用 任意 一 组 分 点 把 区 间 [a,5] 分 成 长 度 为 Ax，(i=1,2,…,n) 的 n 
个 小 区 间 , 相 应 的 把 曲 边 梯形 分 成 ”个 罕 曲 边 梯形 ,第 ¿ 个 罕 曲 边 梯形 的 面积 
W AA, ,于 是 有 


A= > ЛА, ; 
(2) 计算 ЛА, 的 近似 值 
ЛА, 22 f(68,)A x, (=. <£ 5), 
(3) 求 和 ,得 A 的 近似 值 | 
ТЭЭГ 
(4) 求 极 限 ,得 
A =lim >; /(ё;)Ах, = f Aar. 
在 上 述 问 题 中 我 们 注意 到 ,所 求 量 ( 即 面积 A) 与 区 间 [a ,6b5] 有 关 . 如 果 把 区 
间 [a ,6] 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 所 求 量 相应 的 分 成 许多 部 分 量 ( 即 ЛА, ) ,而 所 求 
量 等 于 所 有 部 分 量 之 和 ( 即 А = АА, ) ,这 一 性 质 称 为 所 求 量 对 于 区 间 


[a ,6] 具 有 可 加 性 .此 外 ,以 f(&)Ax; 近似 代替 部 分 量 AA, 时 ,要 求 它 们 只 
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差 一 个 比 Az, 高 阶 的 无 穷 小 ,以 使 和 式 УУ, Се) Ах, 的 极限 是 A 的 精确 值 ,从 
而 A 可 以 表示 为 定 积分 ， | 
A= | лсвдах, 


在 引出 A 的 积分 表达 式 的 四 个 步骤 中 ,主要 的 是 第 二 步 ,这 一 步 是 要 确定 
AA, 的 近似 值 /(&,)Ax; ,使 得 


А =lim > f(6,)A<x, = | лова. 


在 实用 上 ,为 了 简便 起 见 ,省略 下 标 i, 用 AA 表示 任 一 小 区 间 [z,z + dx] 上 的 
窗 曲 边 梯形 的 面积 ,这 样 ， 


A = >IAA. 
取 [z,z+dz] 的 左 端点 х 为 ,以 点 并 处 的 函数 值 F(z ) 为 高 .dz 为 底 的 矩形 的 
面积 f(z)dz Ж АА 的 近似 值 (如 图 6 一 1 阴影 部 分 所 示 ), 即 

AA 二 f(r)dr. 
上 式 右 端 f(x )dz 叫做 面积 元 素 , 记 为 dA = f(x )dzx. 于 是 


A == > f(r)dzr, 
因此 A = іт DJ flr)dr = [соаг I 


一 般 的 ,如 果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 U 28) 
合 下 列 条 件 : Цэг |. 

(1) U 是 与 一 个 变量 z 的 变化 区 间 [e ,6] 有 
关 的 量 ; 

(2) U 对 于 区 间 [a,5] 具 有 可 加 性 ,就 是 说 ， 
如 果 把 区 间 [a ,65] 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 .U 相应 
的 分 成 许多 部 分 量 , 而 U 等 于 所 有 部 分 量 之 和 ; 

(3) WIR AU, 的 近似 值 可 表示 为 f(&,)Az;; О 2 x tk b ш 
那么 就 可 考虑 用 定 积分 来 表达 这 个 量 口 .通常 写 6-1 
出 这 个 量 U 的 积分 表达 式 的 步骤 是 : ан 

1) 根据 问题 的 具体 情况 ,选取 一 个 变量 例如 zx 为 积分 变量 ,并 确定 它 的 变 
化 区 间 [a ,6]; = К, 

2) 设想 把 区 间 [a ,0] 分 成 a 个 小 区 间 , 取 其 中 任 一 小 区 间 并 记 作 [xz,x+ 
dz], 求 出 相应 于 这 个 小 区 间 的 部 分 量 AU 的 近似 值 .如 果 AU 能 近似 地 表示 为 


2 


[a ,5] 上 的 一 个 连续 函数 在 > 处 的 值 F(z) 与 dz 的 乘积 ,就 把 f(z)dz # 
E U жж НЕ dU , 即 | | 


dU= f(x)dx; 


3) 以 所 求 量 U 的 元 素 f(z)dz 为 被 积 表 达 式 ,在 区 间 [a,5] 上 作 定 积分 ， 
得 | | 


U= |В Рх)ах. 


这 就 是 所 求 量 U АЗЫК. | 
这 个 方法 通常 叫做 元 素 法 .下 面 两 节 中 我 们 将 应 用 这 个 方法 来 讨论 几何 Їй 
理 中 的 一 些 问题 . 


第 二 节 ， 定 积分 在 几何 学 上 的 应 用 


一 、 平 面 图 形 的 面积 


1. 直角 坐标 情形 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 知道 ,由 曲线 y= /(х) (f(x) 之 0) 及 直线 ra, 
r= b (ae<0) 与 zx 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 A 是 定 积分 x 


A | е 


其 中 被 积 表达 式 /(х)ах 就 是 直角 坐标 下 的 面积 2} 
元 素 , 它 表 示 高 为 f(x)、 底 为 dz 的 一 个 矩形 
面积 . | 

应 用 定 积分 ,不 但 可 以 计算 曲 边 梯形 面积 ,还 
可 以 计算 一 些 比较 复杂 的 平面 图 形 的 面积 . | 

81 计算 由 两 条 抛物 线 :y* = +.y= z° 所 
围 成 的 图 形 的 面积 . 

解 ” 这 两 条 抛物 线 所 围 成 的 图 形 如 图 6 - 2 
所 示 . 为 了 具体 定 出 图 形 的 所 在 范围 , 先 求 出 这 两 6-2 
条 抛物 线 的 交点 .为 此 , 解 方程 组 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


x x+dx 


© 这 里 AD 与/(x)dzr 相差 一 个 比 dr ВИ. 
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y= 2°, 
х=0, y=0 K х«1,у-1. 
即 这 两 抛物 线 的 交点 为 (0,0) 及 (1,1), 从 而 知道 这 图 形 在 直线 z=0 与 x=1 之 
间 . 
取 横 坐标 х 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,1]j. 相 应 于 [0,1] 上 的 任 一 小 


区 间 [xz ,x + dz] 的 窄 条 的 面积 近似 于 高 为 /x - z? 、 底 为 dx 的 窗 和 矩形 的 面积 ， 
从 而 得 到 面积 元 素 


得 到 两 个 解 : 


4А=(Ух-х?)йл. 
Е(/х-х )4х 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [0,1] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 面 积 为 
2 _ [2 32 _ Ж! 
= а) |за] =+- 


例 2 计算 抛物 线 y =2z 与 直线 y= z -4 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 ” 这 个 图 形 如 图 6 一 3 所 示 . 为 了 定 出 这 图 
形 所 在 的 范围 , 先 求 出 所 给 抛物 线 和 直线 的 交点 . 
解 方 程 组 
y -2х, 
жыз 
得 交点 (2, - 2) 和 (8,4), 从 而 知道 这 图 形 在 直线 
у= -2 K y=4 ZË]. О 
现在 ,选取 纵 坐 标 y 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 
间 为 [ -2,4] (读者 可 以 思考 一 下 , 取 横 坐标 x 为 єз 
积分 变量 ,有 什么 不 方便 的 地 方 ). 相 应 于 [- 2,4] 上 任 一 小 区 间 [y,y+ ау] 


条 面积 近似 于 高 为 dy \ 底 为 (y+4) -过 的 府 矩 形 的 面积 ,从 而 得 到 面积 元 过 


аА = [x+ 4-7 jav. 
以 (y+4- 却 六 jdy 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 间 [ - 2,4] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 的 
面积 为 | 
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:由 例 2 可 以 看 到 ,积分 变量 选 得 适当 ,可 使 计算 方便 ， 
例 3 RZ + 2+ = 1 所 图 成 的 图 形 的 面积 
解 ЖШ а ХЕ (Е y 
6 — 4) , PEAR I El ЕЕ ИШ 
А=4А\, 
其 中 A, ЕЕ ARRAS 
所 围 图 形 的 面积 ,因此 


А=4А,=4[ уйт. 
利用 椭圆 的 参数 方程 


х= асоѕ і, 


|0<:<2) | | =з 
у= bsin t 2 


应 用 定 积 分 换 元 法 , 令 x = acos 1, 


у= bsin t, dz = -asin tdi. 


"4 z 由 0 变 到 а 时 ,: ЛЖ ОЛД _. 


0 Ü 
A -4| bsin £( — asin 1); = -4ab | sin” dt 
2 2 
= 4аб r sin’ 14 =4ab l. x = vab 
0 | | 2 2 1 
当 w=0 时 ,就 得 到 大 家 所 熟悉 的 圆 面积 的 公式 А заа. 


2. 极 坐 标 情形 z 


某 些 平面 图 形 ,用 极 坐 标 来 计算 它们 的 面积 比较 方便 . 

设 由 曲线 o= pg(0) 及 射线 6=a,9=B 
围 成 一 图 形 ( 简 称 为 曲 边 扇形 ) ,现在 要 计算 
它 的 面积 (图 6 一 5). 这 里 ,pg(0) 在 [a,8] 上 连 
续 , 且 p(0) 之 0， 

由 于 当 0 在 [a,B] 上 变动 时 , 极 径 po= pg(0) a 
也 随 之 变动 ,因此 所 求 图 形 的 面积 不 能 直接 O 


利用 扇形 面积 的 公式 А = + R° 0 来 计算 . 6-5 


取 极 角 0 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [ce ,8]. 相 应 于 任 一 小 区 间 [9,0+ do] 
的 窗 曲 边 扇形 的 面积 可 以 用 半径 为 p= p (0) .中心 角 为 ад 的 扇形 的 面积 来 近 
似 代替 ,从 而 得 到 这 窗 曲 边 扇形 面积 的 近似 值 , 即 曲 边 扇形 的 面积 元 素 
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4А =-у[Ф(0)148.__ 


MALEI dO ЖФК EREA a, B] ЕЕЕ ЯЬ, БЕЛЕТИ Ж 
的 面积 为 


да f 方 [9(0)] ao. 


例 4 计算 阿 基 米 德 螺 线 
p=a0 (a>0) 


上 相应 于 9 0 变 到 2x 的 一 段 弧 与 极 轴 所 围 成 的 图 形 ( 图 6 一 6) 的 面积 . 

解 ” 在 指定 的 这 段 螺 线 上 ,69 的 变化 区 间 为 [0,2x] .相应 于 [0,2x] 上 任 一 小 
区 间 [9,0+d9] 的 窄 曲 边 扁 形 的 面积 近似 于 半径 к 
为 a0 ,中心 角 为 db 的 圆 扇形 的 面积 .从 而 得 到 面 
积 元 素 


‚ 8А = 2-(48)46. 
于 是 所 求 面 积 为 
а? авд ла ТО 0 25 | 
х өө ий. 
例 5 计算 心 形 线 
` p=a(1+cos 0) (a>0) 
所 围 成 的 图 形 的 面积 . аа 


解 心 形 线 所 围 成 的 图 形 如 图 6- 7 所 示 . 这 个 图 形 对 称 于 极 轴 , 因 此 所 求 
图 形 的 面积 A 是 极 轴 以 上 部 分 图 形 面积 А, 的 两 倍 ， © дайн 


对 于 极 轴 以 上 部 分 的 图 形 ,9 的 变化 区 间 为 [0,x]. 
相应 于 [0,x] 上 任 一 小 区 间 [2,2+db] 的 窗 曲 边 鹿 形 的 面 
积 近似 于 半径 为 e(1+cos 0) .中 心 角 为 db 的 圆 扇 形 的 
面积 .从 而 得 到 面积 元 素 


dA = Ја (1 + cos 0)2a0, | 
于 是 6-7 
1 


2“ 


A, = Чаш ду40-5 | (1 + 2соѕ 0 + cos? 0)40 
D 


= 5 f БА 0 + Lcos 20140 
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3 


=$ | 39528 9+ sn 20] = =7" ra’, 


因而 所 求 面 积 为 


二 、 体 积 


1. 旋转 体 的 体积 


旋转 体 就 是 由 一 个 平面 图 形 绕 这 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 .这 
直线 叫做 旋转 轴 . 圆 柱 、 圆 锥 . 圆 台 、 球体 可 以 分 别 看 成 是 由 和 矩 形 绕 它 的 一 条 边 、 
直角 三 角形 绕 它 的 直角 边 .直角 梯形 绕 它 的 直角 y 
腰 .半圆 绕 它 的 直径 旋转 一 周 而 成 的 立体 ,所 以 它 
们 都 是 旋转 体 . | 

上 述 旋 转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 ， 
y= 二 f(x)、 直 线 x=a、z=b E x 轴 所 围 成 的 曲 边 
梯形 绕 z 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 .现在 我 们 考虑 用 
定 积分 来 计算 这 种 旋转 体 的 体积 . 

取 横 坐标 zx 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 
[a ,bj]. 相 应 于 [a ,65] 上 的 任 一 小 区 间 [x ,zx + dx ] 
的 窄 曲 边 梯形 绕 х 铀 旋转 而 成 的 落 片 的 体积 近似 于 以 7(z) 为 底 半 径 、 dz 为 高 
的 扁 圆 柱 体 的 体积 (图 6—8), 2 

=x[ f(=)]°d<=. 

以 ТООГУ хуви AMEN, 6] 上 作 定 积分 ， 便 得 所 求 旋转 体 体 
积 为 | 


图 6-8 


ү- 3! ni flr) dr. 


例 6 连接 坐标 原点 O 及 点 P(h， 7 ) 的 直线 、 直线 =h KÉ <= 轴 转 成 一 个 直 
角 三 角形 (图 6-9). 将 它 绕 x 轴 旋 转 一 周 构成 一 个 底 半 径 为 r .高 为 h 的 圆锥 
体 .计算 这 圆锥 体 的 体积 . 
解 过 原点 O 及 点 P(h,r) 的 直线 方程 为 


zby 
т" 


取 横 坐标 х 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,h]. 圆锥 体 中 相应 T[O,h] kE 
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任 一 小 区 间 [z ,z+dzr] 的 薄片 的 体积 近似 
于 底 半 径 为 六 z 、\ 高 为 dz А ЩЖ ВК 
积 , 即 体积 元 素 
ау «|| ат. 
于 是 所 求 圆锥 体 的 体积 为 
СТЫ" 
у= |, [у= de= [5], ==» 
例 7 计算 由 本 加 
y 2 
а Лайн ган 


所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 ( 叫 做 旋转 酉 球体 ) 的 体积 . 
解 ” 这 个 旋转 椭 球 体 也 可 以 看 作 是 由 半 个 椭圆 


y= 2/2 - r” 


及 z 轴 围 成 的 图 形 绕 z 轴 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 
Шох 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [ - ae,aj]. 旋 转 椭 球体 中 相应 于 [ -ay,ea] 
上 任 一 小 区 ШЫ | z+dz] 的 薄片 的 体积 , 近 


似 于 底 半 径 为 一 б JETT 、 高 为 dz 的 扁 加 
往 体 的 体积 (图 6 一 10), 即 体积 元 素 
dv=% (а°- z? )dz. 
于 是 所 求 旋转 椭 球 体 的 体积 为 
V= | re 29) 


bfo ”和 _ 4 | 
e a о8 图 6-10 


当 a = ЬЕ, ХН ЛЭ ДА МКА a 的 球体 ， EWERAN na 


用 与 上 面 类 似 的 方法 可 以 推出 :由 曲线 х= ф(у).Ё& у= с.у= а (c< 
d) 与 y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 , 绕 у 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 ( 图 6 一 11) 的 体积 
为 


уе | [e(y)Ë dy. 
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图 6-11 图 6-12 
例 8 计算 由 摆 线 r=alt-sin і), у=а(1 – cos ЯЯ F 0S <2x 的 一 
拱 ,直线 y=0 所 围 成 的 图 形 分 别 绕 > 轴 、 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 
解 ” 按 旋转 体 的 体积 公式 ,所 述 图 形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 为 


2ra 2х А 2-5 
V, -| ry’ (x)dr=r | а?*(1-— cos t)'*a(I- соѕ t)dt 
ü Јо | | 


=wa° | (1-3со8143со84-сох8:)4/55ха. 
0 


所 述 图 形 绕 у 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 可 看 成 平面 图 形 OABC 与 ОВС 
(图 6- 12) 分 别 绕 у 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 之 差 . 因此 所 求 的 体积 为 


V, = |, rzz(y)dy 一 人 rzi(y)dy 
л Зар: : э 
==| a°(t-sin #)°* asin di -x | a (t— ѕіп z) :asin tdt 
2х 0 
2% | 5 : 
үе = -па? | (t —sin ¿)'sin tdt =бт°а?. 
` 0 


2. 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 


从 计算 旋转 体 体积 的 过 程 中 可 以 看 出 : 如 果 一 个 立体 不 是 旋转 体 ， 但 却 知道 
该 立体 上 垂直 于 一 定 轴 的 各 个 截面 的 面积 ,那么 ,这 个 立体 的 体积 也 可 以 用 定 积 
分 来 计算 . 

如 图 6- 13 所 示 , 取 上 述 定 轴 为 х 轴 , 并 设 该 立体 在 过 点 z=a、x=6。 且 重 
直 于 xz 轴 的 两 个 平面 之 间 . 以 А (х) км х 且 垂 直 于 zx: 轴 的 截面 面积 .假定 
A(z)2 z 的 已 知 的 连续 函数 .这 时 , 取 r 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [La ,0]; 
立体 中 相应 于 [4,6] 上 任 一 小 区 间 [ т, аже 薄片 的 体积 ,近似 于 底面 积 
为 A(z) .高 为 dz 的 扁 柱 体 的 体积 , 即 体积 元 素 

dV=A(z)dz. 
以 A(z)dr 为 被 积 表 达 式 ,在 闭 区 间 [a ,5b] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 立 体 的 体积 


ү = [ Асау. 
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例 9 一 平面 经 过 半径 为 R 的 圆柱 体 的 底 圆 中 心 ,并 与 底面 交 成 角 а (E 
6 - 14) .计算 这 平面 截 圆柱 体 所 得 立体 的 体积 . 

解 ” 取 这 平面 与 圆柱 体 的 底面 的 交 线 为 x 轴 , 底 面 上 过 圆 中 心 . 且 垂直 于 
х 轴 的 直线 为 y 轴 . 那么 , 底 圆 的 方程 为 x* +у = R’ .立体 中 过 zr ЭЕ х 
且 垂直 于 = 轴 的 截面 是 一 个 直角 三 角形 . 它 的 两 条 直角 边 的 长 分 别 为 y K 


ytan wa, 即 V R° – x 及 V R° — z°tan a. 因 而 截面 积 为 А(х)= (R -x jana, 
于 是 所 求 立 体 体 积 为 
1 


V = f (к? — z? )tan ds sayas [z 12] 
; -к 2 2 3 SR 


6-14 U 6-15 

0110 求 以 半径 为 R ЮЙЖК .平行 且 等 于 底 圆 直径 的 线段 为 顶 、 高 为 
的 正 劈 锥 体 的 体积 . 

解 ” 取 底 贺 所 在 的 平面 为 +Oy 平面 ,圆心 O 为 原点 ,并 使 > 轴 与 正 劈 锥 的 
顶 平 行 (图 6-15). 底 圆 的 方程 为 z ty = R’. 过 工 轴 上 的 点 x (- R<><R) 
ЕФЕ r 轴 的 平面 , 截 正 臂 锥 体 得 等 腰 三 角形 .这 截面 的 面积 为 

A(r)=h*'y=h /R°— zx, 
+ E: Br sk ЕВЕ ЖУ ЖАА 
‚ 281 ` 


R к 
v = | A(z)dz = | МВ? - х?ах 
-R -R 


z 2 
=2R°h | cos? вад= FË h. 
0 


由 此 可 知 正 劈 锥 体 的 体积 等 于 同 底 同 高 的 圆柱 体 体 积 的 一 半 . 
三 、 平 面 曲线 的 弧 长 


我 们 知道 , 圆 的 周 长 可 以 利用 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 当 边 数 无 限 增多 时 
的 极限 来 确定 .现在 用 类 似 的 方法 来 建立 平面 的 连续 曲线 弧 长 的 概念 ,从 而 应 用 
定 积分 来 计算 弧 长 . Е 

W A.B ЖЩ ДУРУ ЛЗ ДА. ЕД АВЛЛ  К ХЭЭ А = M, Mi,M,,…， 
M... M, , M, 1, M, = B, 并 依次 连接 相 邻 的 分 点 得 , 
一 折线 (图 6- 16). 当 分 点 的 数目 无 限 增加 且 每 个 小 段 


M.M 都 缩 向 一 点 时 ,如 果 此 折线 的 长 > IMM, 


的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 为 曲线 弧 AB 的 弧 长 ,并 称 


此 有 曲 线 弧 AB 是 可 求 长 的 

对 光滑 的 曲线 弧 (参看 第 171 页 上 的 脚注 )， # 
如 下 结论 : 0716 

定理 ЖВНЕ Аі. 

这 个 定理 我 们 不 加 证 明 . 由 于 光滑 曲线 弧 是 可 求 长 的 , 故 可 应 用 定 积分 来 计 
算 弧 长 .下 面 我 们 利用 定 积分 的 元 素 法 来 讨论 平面 光滑 曲线 弧 长 的 计算 公式 . 

设 曲 线 弧 由 参数 方程 


r= p(t), 

y= 0(t) 
给 出 ,其 中 p(1)、y(i) 在 [a,B] 上 具有 连续 导数 , 且 p (г), у (i) 不 同时 为 零 . 
现在 来 计算 这 曲线 弧 的 长 度 . 

取 参 数 上 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [e ,8]. 相 应 于 [c,8] 上 任 一 小 区 间 
[i,t + dt] 的 小 弧 段 的 长 度 As 近似 等 于 对 应 的 弦 的 长 度 W(Az) + (Ay) ,因为 
Ar=@(t+dt)—- o(()#ezdz= р (t)dt, 

Ay= (1:44:)-0(:)82-4у л g (t)dt, 
所 以 ,As 的 近似 值 ( 弧 微 分 ) 即 弧 长 元 素 为 
ds = у (ах)? + (ау) =v ф'? (1) (4) + (е) (аг)? 


(a< í< p) 
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: =/ o° (t)+t g (i)di. 
于 是 所 求 弧 长 为 
s= [Мето усш. 
当 曲 线 弧 由 直角 坐标 方程 
у= (х) (а<тх<ь) 
给 出 ,其 中 f(z) 在 [a,6b5] 上 具有 一 阶 连续 导数 ,这 时 曲线 弧 有 参数 方程 


тше) < <р 9 
у= (х) М0 
从 而 所 求 的 弧 长 为 
| s= | VTF yaz. 
当 曲 线 弧 由 极 坐 标 方程 


о-00(0) (a<0<80) 
给 出 ,其 中 p(9) 在 [a,B8] 上 具有 连续 导数 , 则 由 直角 坐标 与 极 坐 标的 关系 可 得 
х = o(0)cos ð, 


<0<8). 
у= o(0)sin 0 G ý p) 


这 就 是 以 极 角 0 为 参数 的 曲线 弧 的 参数 方程 .于 是 , 弧 长 元 素 为 
ds=V rx (0+y (0)d40=/ o (0 +o” (0)d0, 
从 而 所 求 弧 长 为 | 


й 
s= Ї VP (@у+ 02 (0)d0. 


例 11 计算 曲线 = T ЕЗДЕР а«.:«Ю-8(ШН6-1088К 
E. 
# у=", КЖ у 
ds = у 1+(х'?)?ах = у 1+ хах. ›= ñ 
因此 ,所 求 弧 长 为 


s = [| м1+ хах = БОР! 
=+[(1+5)2 - (1+ а)%]. 


例 12 计算 摆 线 (图 6-18) 6-17 
x=aļ(ĝ-sin 0), 
у= а(1 – cos 0) 
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的 一 拱 (0 委 0 魏 2x) 的 长 度 . 


B 弧 长 元 素 为 
s уа (1 — cos 0) + a'sin 040 
= а V I(l- cos 0)d0 = 2asin 240. 
МТП, АТК 


s= 4 2аѕіп 9 19:22 | -2сов |, =8а. 
0 2 2 Ja 


x=a(0—sin 0) 
y=a(] —cos 0) 


2да x 


6 – 18 


0113 求 阿 基 米 德 螺 线 o= eg (a >0) 相 应 于 
0<0<2xz—ËE (Ë 6 — 19) К. 
Ж 弧 长 元 素 为 


44-4а 0 +a`d0=a /1+04d0, 
于 是 所 求 弧 长 为 


6-19 


ЖЭ /з+ #140 = 2к 13-48 +1п Ort S AE 


21 44 6-2 
1. 求 图 6- 20 中 各 画 斜 线 部 分 的 面积 (图 见 下 页 )， 
2. 求 由 下 列 各 组 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 
(1) у= z 5 r? ку = 8 (两 部 分 都 要 计算 ); 
(2) y= 二 与 直线 y= 及 z=2; 
(3) y=e',y=e ' 与 直线 x+=1; 
(4) у= 1а х,у 轴 与 直线 y=Ina,y=Inb (b>a>0). 
3. 求 抛物 线 y= - x? + 42-3 及 其 在 点 (0, -3) 和 (3,0) 处 的 切线 所 围 成 的 图 形 的 
面积 . x 
4. 求 抛物 线 9? -2рх RITE (L, p ) 处 的 法 线 所 图 成 的 图 形 的 面积 . 
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an 6-20 
5. 求 由 下 列 各 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : ， 


(1) p=2acos 0; 1 (2) х= асоѕ z, y=asin t; 

(3) p=2a(2+ со 0). | 

6. 求 由 摆 线 == ua(t-sin t), у= а(1- cos 1) 的 一 拱 (0<:<27) 与 模 轴 所 围 成 的 图 形 的 
ma : | 
7. 求 对 数 螺 线 p= ae (-x<0<x)K 32 0= х 所 围 成 的 图 形 的 面积 ，. 
8. 求 下 列 各 曲线 所 围 成 图 形 的 公共 部 分 的 面积 : 
(1) p=3cos 96 及 p=1+cos 0; (2) p=V2sin 0 Жр? = cos 20. ; 
9 求 位 于 曲线 y=e 下 方 , 该 曲线 过 原点 的 切线 的 左 方 以 及 х 轴 上 方 之 间 的 图 形 的 
面积 . . | 

10. 求 由 抛物 线 y* = 4uz УЯН B] AS РАЈЕ ААО ЛУН. 

11. 把 抛物 线 y =4ax 及 直线 zx= .re (zi>0) 所 围 成 的 图 形 绕 л 轴 旋 转 ,计算 所 得 旋 
. 转 体 的 体积 . : 

12. 由 y=x ,z=2,y=0 所 围 成 的 图 形 , 分 别 绕 х 轴 及 y 轴 旋 转 ,计算 所 得 两 个 旋转 体 
的 体积 . 

13. 把 星 形 线 x? + у = ua 如 所 围 成 的 图 形 绕 х 轴 旋 转 (图 6- 21), 计 算 所 得 旋转 体 的 
体积 . бш | 
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14. 用 积分 方法 证 明 图 6 — 22 中 球 缺 的 体积 为 
_ _н\ 
V=xH°[ R H), 


6—21 6-22 

15. 求 下 列 已 知 曲 线 所 围 成 的 图 形 , 按 指定 的 轴 旋 转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 : 

(1) у= х?,2=у?,8 у; 

(2) у= агсѕіп х,т=1,у=0,% x Өй; 

(3) 22 + (у- 5) -16,8 z $; 

(4) BR х= а(г- зіп г), у= а(1 – соз 1) 的 一 拱 ,y=0, 绕 直线 у= 2а. 

16. ИЖ 2° уа! 88 == -6b (b>a>0) 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 . 

17. Н ЯЖ, Нл, Е РЛ, | 
的 轴 长 分 别 为 2a ,25 和 2A .2B , 求 这 截 锥 体 的 体积 . 

18. 计算 底面 是 半径 为 R 的 圆 , 而 垂直 于 底面 上 一 条 
固定 直径 的 所 有 截面 都 是 等 边 三 角形 的 立体 体积 (图 
6-23). 

19. 证 明 : 由 平面 图 形 OSa Srb, SyS /(х)& y 
轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


V=2x [ х х)ах. 


20. 利用 题 19 的 结论 ,计算 曲线 y= sin х (04125523) 
和 + 轴 所 围 成 的 图 形 绕 > 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 ， 

21, 计算 曲线 y=ln х 上 相应 于 V3 三 xzY8 的 一 段 弧 y 
的 长 度 . l 

22. 计算 曲线 = EG- z) 上 相应 于 I< <r<3 的 一 
段 驱 (图 6-24) 的 长 度 . 

23. 计算 半 立 方 抛物 线 y = + (= - 1)* 被 抛物 线 


O 
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у = Н RIM KEE. 
24. НЯ y = 2с 从 顶点 到 这 曲线 上 的 一 点 M(x,y) 的 弧 长 . 
25. 计算 星 形 线 х = асоѕг,у= аѕт г (图 6-25) 的 全 长 ， 
26. 将 绕 在 圆 (半径 为 ec) 上 的 细 线 放 开 拉 直 ,使 细 线 与 圆周 始终 相 切 (图 6- 26), 细 线 端 
点 画 出 的 轨迹 叫做 加 的 渐 伸 线 ， 它 的 方程 为 
х = а®%соз t + tsin i), у= а(вїп t — tcos t). 


算出 这 曲线 上 相应 于 OS Sa 的 一 段 弧 的 长 度 . 


ү, 131514) 
y=a(sin t — tcos t) 


E 6-25 图 6-26 


27. ÆR + = а(г- зіп li),y=w(1-cost) 上 求 分 摆 线 第 一 拱 成 1:3 的 点 的 坐标 . 
28. 求 对 数 螺 线 o= e” 相应 于 2 的 一 段 弧 长 . 


29. 求 曲 线 og = 1 相应 трос, 80-81. 
up sos е 


第 三 节 ” 定 积分 在 物理 学 上 的 应 用 


一 、 变 力 沿 直 线 所 作 的 功 


从 物理 学 知道 ,如 果 物 体 在 作 直 线 运动 的 过 程 中 有 一 个 不 变 的 力 F 作用 在 
这 物体 上 , 且 这 力 的 方向 与 物体 运动 的 方向 一 致 ,那么 ,在 物体 移动 了 距离 s 时 ， 
力 下 对 物体 所 作 的 功 为 

Үс Ез. 

如 果 物 体 在 运动 过 程 中 所 受到 的 力 是 变化 的 ,这 就 会 遇 到 变 力 对 物体 作 功 
的 问题 .下 面 通过 具体 例子 说 明 如 何 计 算 变 力 所 作 的 功 . 
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例 1 把 一 个 带电 荷 量 + q 的 点 电荷 放 在 -~ 轴 上 坐标 原点 O 处 , 它 产生 一 
个 电场 .这 个 电场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 .由 物理 学 知道 ,如 果 有 一 个 单位 正 电 
荷 放 在 这 个 电场 中 距离 原点 O 为 ~ 的 地 方 ,那么 电场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 


Е= 65 (k 是 常数 ). | 
见 图 6 - 27, 当 这 个 单位 正 电荷 在 电场 中 从 r= а ЖЙр 轴 移 动 到 r= b (a <b) 
处 时 ,计算 电场 力 F 对 它 所 作 的 功 . 
解 “ 在 上 述 移动 过 程 中 ,电场 对 这 单位 正 电荷 的 作用 力 是 变 的 . 取 r 为 积 


分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [fa ,5j. 设 [r,r+drj] 为 [a,6] +q 31 
上 的 任 一 小 区 间 . 当 单 位 正 电 荷 从 ~ 移动 到 r+ dr Bf, O a rrtdrb ” 


电场 力 对 它 所 作 的 功 近 似 于 邹 dr, 即 功 元 素 为 图 6-27 
dW = tlar, 
r 
于 是 所 求 的 功 为 


W = | gqr = pg| -上 | = kq — | 
在 计算 静电 场 中 某 点 的 电位 时 ,要 考虑 将 单位 正 电荷 从 该 点 处 (r = a ) 移 到 


无 穷 远 处 时 电场 力 所 作 的 功 WW. 此 时 ,电场 力 对 单位 正 电荷 所 作 的 功 就 是 反常 
积分 : 


а 


例 2 在 底面 积 为 S ssp ой 定量 的 气体 . 在 等 温 条 件 下 ， 由 


于 气体 的 膨胀 ,把 容器 中 的 一 个 活塞 (面积 为 S) | 
ТН Т 
过 程 中 ,气体 压力 所 作 的 功 . 


解 ” 取 坐标 系 如 图 6 一 28 所 示 . 活 塞 的 位 置 ° 
可 以 用 坐标 х 来 表示 .由 物理 学 知道 ,一 定量 的 Н 6-28 
ае 


.pV=k" 或 
因为 了 = xzS ,所 以 | 
于 是 ,作用 在 活塞 上 的 力 
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| 2 | 18. x=` | 

在 气体 膨胀 过 程 中 ,体积 V 是 变 的 ,因而 х 也 是 变 的 ,所 以 作用 在 活塞 上 
的 力也 是 变 的 . 

取 z 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 La ,5]. 设 [z,z+dzj 为 [a， 65] 上任 一 小 


区 间 ， 当 活塞 从 z 移动 到 z + dz 时 ， 变 力 所 作 的 功 近似 于 各 ах, 即 功 元 素 为 


dW = ax. 
于 是 所 求 的 功 为 
W = | É ае = [п х] = Ва 8, 


下 面 再 举 一 个 计算 功 的 例子 , 它 虽 不 是 一 个 变 о 
力作 功 问 题 , 但 也 可 用 积分 来 计算 . 

例 3 一 圆柱 形 的 贮 水 桶 高 为 5 m, KAFR 
为 3 m, 桶 内 盛 满 了 水 :试问 要 把 桶 内 的 水 全 部 吸出 
需 作 多 少 功 ? | 

Ж (Ех 轴 如 图 6- 29 所 示 . 取 深度 x (单位 
为 m) 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,5]. 相应 于 | 
[0,5] 上 任 一 小 区 间 [xz ,x + dz ]19 — W E: gk BJ Ж 图 6-29 


”УУУУРУУ??Л”УРУУУУ?УА 
x+dx 


x 


为 dz , 若 重力 加 速度 g Н 9.8m/s' , 则 这 薄 层 水 的 重力 为 9.8r'3*dz kN. 把 这 薄 
层 水 吸出 桶 外 需 作 的 功 近 似 地 为 | 
аў =88.2хттат, 


此 即 功 元 素 . 于 是 所 求 的 功 为 
W = | 88.2жтйх = 88.2я[| ®-], 


= 88.21: 2503 462 (kJ). 


二 、 水 压力 


从 物理 学 知道 ,在 水 深 为 h 处 的 压强 为 p = pgh ,这 里 o 是 水 的 密度 ,g ЖШ 
力 加 速度 .如 果 有 一 面积 为 A 的 平板 水 平地 放置 在 水 深 为 h 处 ,那么 ,平板 一 侧 
所 受 的 水 压力 为 s | 
-P= p'A. | 
， 如 果 平板 铅 直 放置 在 水 中 ， 那么 ,由 于 水 深 不 同 的 点 处 压强 户 不 相等 ,平板 
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一 侧 所 受 的 水 压力 就 不 能 用 上 述 方法 计算 .下 面 举例 说 明 它 的 计算 方法 . 
ја 一 个 横 放 着 的 圆柱 形 水 桶 , 桶 内 盛 有 半 桶 水 (图 6- 30(a)). 设 桶 的 底 
半径 为 RR, 水 的 密度 为 p ,计算 桶 的 一 个 端面 上 所 受 的 压力 . 


V 


ех] 
‹ 


6 — 30 


їй ” 桶 的 一 个 端面 是 圆 片 ,所 以 现在 要 计算 的 是 当 水 平面 通过 圆心 时 , А 
放置 的 一 个 半圆 片 的 一 侧 所 受到 的 水 压力 . 

如 图 6 一 30(b)， 在 这 个 图 片上 到 过 加 心 且 锁 直 向 下 的 直线 为 х, ИГ Г 
的 水 平 线 为 y Rh. 对 这 个 坐标 系 来 讲 , 所 讨论 的 半圆 的 方程 为 z* + y = R° 
(0 委 z 委 民 ). 取 r 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,R]. 设 [z,z+dz] 为 [0,R] 
上 的 任 一 小 区 间 ,半圆 片上 相应 于 [zz + dz] 的 窗 条 上 各 点 处 的 压强 近似 于 


ас ,这 从 条 的 面积 近似 于 2 V R° 了 dr 因此 ,这 从 条 一 个 所 受 水 压力 的 近 仙 
值 , 即 压力 元 素 为 

dP=2pgr / R° — z dx. 
于 是 所 求 压 力 为 


R R 
P -| 2082 УЕ - 234: = -pg | (Р? - r°) абр? – х?) 
0 0 


R 
тос o| + (R – л?) ] = ШЕ р. 


=< [21 


从 物理 学 知道 ,质量 分 别 为 mm ,相距 为 r 的 两 质点 间 的 引力 的 大 小 为 


тут; 


F= G ——, 


其 中 G 为 引力 系数 ,引力 的 方向 沿 着 两 质 点 的 连 线 方向 . 
如 要 计算 一 根 细 棒 对 一 个 质点 的 引力 ,那么 ,由 于 细 棒 上 各 点 与 该 质点 的 距 
离 是 变化 的 , 且 各 点 对 该 质点 的 引力 的 方向 也 是 变化 的 ,因此 就 不 能 用 上 述 公式 
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来 计算 .下 面 举例 说 明 它 的 计算 方法 . 
85 设 有 一 长 度 为 !、 线 密度 为 p 的 均匀 细 直 棒 ,在 其 中 垂 线 上 上 距 棒 a 单 
位 处 有 一 质量 为 mm 的 质点 M. 试 计算 该 棒 对 质点 M 的 引力 . 
解 ， 取 坐标 系 如 图 6-31 所 示 , 使 棒 位 于 y> 轴 : y 
上 ,质点 M 位 于 xz 轴 上 , 棒 的 中 点 为 原点 O. 取 y 为 + 


积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 | -55 | ËI, +a] 79 


为 | -4oy | 上 任 一 小 区 间 ,把 细 直 棒 上 相应 于 [y，,? 
+dy] 的 一 小 段 近似 地 看 成 质点 ,其 质量 为 wdy ,与 

二 
МИШ г=/ а +y .因此 可 以 按照 两 质点 间 的 引力 ?2 
计算 公式 求 出 这 小 段 细 直 棒 对 质点 M 的 引力 АЕ Н 
大 小 为 f 6-31 

О AFa G 19У, 

а + y 
从 而 求 出 AF 在 水 平方 向 分 力 AF, 的 近似 值 , 即 细 直 棒 对 质点 М 的 引力 在 水 
.平方 向 分 力 下 , 的 元 素 为 


> 
нэ (aty)? 
于 是 得 引力 在 水 平方 向 分 力 为 
Бог” У Сатр dy 
2 d- (aty) 
= -2бтш‚,__1__ 
由 对 称 性 知 ,引力 在 馈 直方 向 分 力 为 F,=0. 


当 细 直 棒 的 长 度 ! 很 大 时 ,可 视 ! 趋 于 无 穷 .此 时 ,引力 的 大 小 为 “zk , 广 
向 与 细 棒 垂直 且 由 M Я. | 


J 题 6-3 


1. 由 实验 知道 ,弹簧 在 拉 伸 过 程 中 ,需要 的 力 F (单位 :N) 与 伸 长 量 * (单位 :cm) 成 正 
Ш, вр 
F=ks (& 是 比例 常数 ). 
如 果 把 弹簧 由 原 长 拉 伸 6 em, 计算 所 作 的 功 . | 
2. 直径 为 20 cm ,高 为 80 cm 的 圆 简 内 充满 压强 为 10 Nicm? 的 蒸汽 . 设 温 度 保 持 不 变 ， 
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要 使 蒸汽 体积 缩小 一 半 , 间 需要 作 多 少 功 ? 
3. (1) 证 明 : 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表面 升 高 到 A 处 所 作 的 功 是 


ш mgRh 
w хал 


其 中 g 是 重力 加 速度 ,R 是 地 球 的 半径 ; 32.28 

(2)-4 A 38 Hb pk `T B НД у 173 kg ,在 高 于 地 面 630 Кт 处 进 人 轨道. 问 把 这 颗 卫 星 
从 地 面 送 到 630 km 的 高 空 处 ,克服 地 球 引 力 要 作 多 少 功 ? 已 知 g=9.8 m/s ,地 球 半径 R = 
6 370 km. | | 

4. 一 物体 按 规律 x = с? 作 直 线 运动 ,介质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 .计算 物体 由 т 
=0 移 至 zx=a 时 ,克服 介质 阻力 所 作 的 功 . 122 

5. 用 铁 锤 将 一 铁 钉 击 人 木板 , 设 木板 对 铁 钉 的 阻力 与 铁 钉 击 人 木板 的 深度 成 正比 ,在 击 
第 一 次 时 ,将 铁 钉 击 入 木板 1 cm. 如 果 铁 锤 每 次 锤 击 铁 钉 所 作 的 功 相等 , 问 锤 击 第 二 次 时 , 铁 
钉 又 击 人 多 少 ? F з : | 

6. 设 一 圆锥 形 贮 水 池 , 深 15 m, 口 径 20 m, 盛 满 水 , 今 以 泵 将 水 吸 尽 , 问 要 作 多 少 功 ? ` 

7. 有 一 闸门 , 它 的 形状 和 尺寸 如 图 6 — 32 所 示 ,水 面 超过 门 项 2 т. RAIE A E ОЖ 
压力 . | | 

8. 酒水 车 上 的 水 箱 是 一 个 横 放 的 椭圆 柱 体 ,尺寸 如 图 6- 33 所 示 . 当 水 箱 装 满 水 时 , 计 
算 水 箱 的 一 个 端面 所 受 的 压力 . 


6-32 6-33 


9. ЕВГ, CHARRUE K 10 m 和 6 m, 高 为 20 m. 较 长 的 底 边 与 水 面相 
齐 . 计 算 闻 门 的 一 侧 所 受 的 水 压力 . 

10. 一 底 为 8 em、 高 为 6 cm 的 等 腰 三 角形 片 , 铅 直 地 沉没 在 水 中 , 顶 在 上 , 底 在 下 且 与 水 
面 平行 ,而 顶 离 水 面 3 cm, 试 求 它 每 面 所 受 的 压力 . | ПА 

п. 设 有 一 长 度 为 / \ 线 密度 为 y ИНЕ 5 BE ЕВЕ а 单位 处 有 
一 质量 为 m 的 质点 M , 试 求 这 细 棒 对 质点 M 89517). 

12. 设 有 一 半径 为 R PLAX p 的 贺 弧 形 细 术 ,其 线 密度 为 常数 六 .在 圆心 处 有 一 质量 

为 m 的 质点 M. 试 求 这 细 棒 对 质点 M 的 引力 . 


总 习题 六 


= ү. р Р ЯГ í 
I. 一 金属 棒 长 3 т, й e m 处 的 线 密度 为 Күзе n (kg/m). Í) х 为 何 什 
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时 ,[0,z] 一 段 的 质量 为 全 棒 质 量 的 一 半 . 

2. 求 由 曲线 o= asin g,p=a(cos 0+ sin 0) (а >0) 所 围 图 形 公 共 部 分 的 面积 . 

3. 设 抛 物 线 y=arz+pr+c 通 过 点 (0， 0) , 且 当 zeE[0,1] 时 ， ҖЕ a,b,c 的 
值 ， 使 得 抛物 线 у= ах? +br+c ЭНЭ ЭЭС 0 所 围 图 形 的 面积 为 了 , 且 使 该 图 形 绕 x 
轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 最 小 . 

4. 求 由 曲线 y= zx ,直线 х-4 х анне 

5. ВИ (2-2) + у<1 绕 у 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 

6. 求 抛物 线 y= 2° 被 加 х' + у'=3 所 被 下 的 有 限 部 分 的 弧 长 . 

7. 半径 为 r 的 球 沉 信 水中， 球 的 上 部 与 水 面相 切 ， 球 的 密度 与 水 相同 , 现 将 球 从 水 中 取 
出 , 需 作 多 少 功 ? 

в. 边 长 为 a Mo 的 矩形 薄板 ,与 液 面 成 a 角 和 斜 沉 于 液体 内 ,长 边 平行 于 液 面 而 位 于 深 h 
处 , 设 a >b ,液体 的 密度 为 0, 试 求 游 板 每 面 所 受 的 压力 . 


9. 设 星 形 线 z= acos t, у= asin’ t 上 每 一 点 处 的 线 密度 的 大 小 等 于 该 点 到 原点 距离 的 
立方 ,在 原点 O 处 有 一 单位 质点 , 求 星 形 线 在 第 一 象限 的 弧 段 对 这 质点 的 引力 . 
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第 七 章 微分 方程 


函数 是 客观 事物 的 内 部 联系 在 数量 方面 的 反映 ,利用 函数 关系 又 可 以 对 客 
观 事 物 的 规律 性 进行 研究 .因此 如 何 寻求 函数 关系 ,在 实践 中 具有 重要 意义 .在 
许多 问题 中 ,往往 不 能 直接 找 出 所 需要 的 函数 关系 ,但 是 根据 问题 所 提供 的 情 
况 ,有 时 可 以 列 出 含有 要 找 的 函数 及 其 导数 的 关系 式 .这 样 的 关系 式 就 是 所 谓 微 
分 方程 .微分 方程 建立 以 后 ,对 它 进 行 研究 , 找 出 未 知 函 数 来 ,这 就 是 解 微分 广 
程 .本 章 主要 介绍 微分 方程 的 一 些 基本 概念 和 几 种 常用 的 微分 方程 的 解法 . 


第 一 节 ”微分 方程 的 基本 概念 


下 面 我 们 通过 几何 .力学 及 物理 学 中 的 几 个 具体 例题 来 说 明 微分 方程 的 基 
本 概念 . 

例 1 一 曲线 通过 点 (1,2), 且 在 该 曲线 上 任 一 点 M(x,y) 处 的 切线 的 斜率 
为 2z, 求 这 曲线 的 方程 . 

解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y= g(x). 根 据 导 数 的 几何 意义 ,可 知 未 知 函数 
у= p(x ) 应 满足 关系 式 


qr 27. (1) 
此 外 ,未 知 函 数 y= p(z) 还 应 满足 下 列 条 件 : 
r=1BF,y=2. (2) 
把 (1) 式 两 端 积分 ,得 
у= | 2zdz 即 y= zz+C， (3) 
其 中 C 是 任意 常数 . | 
把 条 件 “x=1 时 ,y=2” 代 入 (3) 式 ,得 
2=1*+C, 
由 此 定 出 C=1. 把 C=1 代入 (3) 式 , 即 得 所 求 曲 线 方程 
y=x*+1. (4) 


例 2 列车 在 平 直 线路 上 以 20 ms (相当 于 72 km/h) 的 速度 行驶 ; 当 制 动 
时 列车 获得 加 速度 -0.4 m/s . 问 开始 制 动 后 多 少时 间 列 车 才能 停 住 以 及 列车 
在 这 段 时 间 里 行驶 了 多 少 路 程 ? 
解 ” 设 列车 在 开始 制 动 后 £ s 时 行驶 了 х m. 根 据 题 意 ,反映 制 动 阶段 列车 
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运动 规律 的 函数 s = s(i) 应 满足 关系 式 


а – 0.4. (5) 
此 外 ,未 知 函 数 *=s(i) 还 应 满足 下 列 条 件 : 
1=0 时 ,s=0,v= 侍 =20， (6) 
把 (5) 式 两 端 积分 一 次 ,得 | 
v=Ẹ = -0.44+ С,; (7) 
再 积分 一 次 ,得 | 
s= -—0.2 + Ct+ C,, (8) 
这 里 C, ,C, 都 是 任意 常数 . 
把 条 件 “1 =0 时 ,v=20" 代 入 (7) 式 ,得 
20= C,; . 
把 条 件 “t=0 时 ,s =0" 代 入 (8) 式 ,得 
б: 
把 Ci, С, 的 值 代 人 (7) 及 (8) 式 ,得 | 
v= – 0.4: +20, (9) 
s= -0.2£ +20t. (10) 
(9) rB v=0, AIE V. JF h 521262 AE EF a B НЕ] ЇН] 
б={ү=50(5). 


再 把 = 50 代 人 (10) 式 ,得 到 列车 在 制 动 阶 段 行驶 的 路 程 
s= —0.2x 50° + 20 х 50 = 500(т). 

上 述 两 个 例子 中 的 关系 式 (1) 和 (5) 都 含有 未 知 函 数 的 导数 ,它们 都 是 微分 
方程 .一 般 的 , 凡 表 示 未 知 函数 未 知 函 数 的 导数 与 自 变量 之 间 的 关系 的 方程 , 叫 
做 微分 方程 ,有 时 也 简称 方程 

微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 的 阶 数 ,叫做 微分 方程 的 阶 . 例 
如 ,方程 (1) 是 一 阶 微分 方程 ;方程 (5) 是 二 阶 微分 方程 .又 如 ,方程 
| ху" + а?у -4ry = 3х" 

是 三 阶 微分 方程 ;方程 _ 
y?) -4y”+10y -12y +5y=sin 2+ 
是 四 阶 微分 方程 ， | 
一 般 的 ,n 阶 微分 方程 的 形式 是 
F(z,y,y ,,y" )=0. (11) 
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这 里 必须 指出 ,在 方程 (11) 中 ,y" 是 必须 出 现 的 ,而 xz,y,y ;…,y" "等 变量 
则 可 以 不 出 现 .例如 n 阶 微分 方程 
Уу? )-1-0 
中 , 除 у, 其 他 变量 者 没有 出 现 . 
如 果 能 从 方程 (11) 中 解 出 最 高 阶 导 数 ， 则 可 得 微分 方程 
TS ss y y: (12) 
ARRIEN ENEC NERAN SAMENIKA 
方程 . 
由 前 面 的 例子 我 们 看 到 ,在 研究 某 些 实际 问题 时 ， 首先 要 建立 微分 方程 , 然 
后 找 出 满足 微分 方程 的 函数 ( 解 微分 方程 ) ,就 是 说 , 找 出 这 样 的 函数 ,把 这 函数 
代入 微分 方程 能 使 该 方程 成 为 恒等式 .这 个 函数 就 叫做 该 微分 方程 的 解 .确切 地 
说 , 设 函 数 y= p(x) 在 区 间 1 EAn 阶 连续 导数 ,如 果 在 区 间 I E, 
Fiz, olz), g (zr),…, 9'" (z)]=0, 
那么 函数 y= gp(z) 就 叫做 微分 方程 (11) 在 区 间 I 上 的 解 . 

例如 ， 西数 (3) 和 (4) 都 是 微分 方程 (1) 的 解 | 函数 (8) 和 (10) 都 是 微分 方程 
(5) 的 解 . 

如 果 微 分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 , 且 任 意 常数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 
相同 ?, 这 样 的 解 叫做 微分 方程 的 通 解 .例如 ,函数 (3) 是 方程 (1) 的 解 , 它 含 有 一 
个 任意 常数 ,而 方程 (1) 是 一 阶 的 ,所 以 函数 (3) 是 方程 (1) 的 通 解 .又 如 ,函数 (8) 
是 方程 (5) 的 解 , 它 含有 两 个 任意 常数 ,而 方程 (5) 是 二 阶 的 ,所 以 函数 (8) 是 方程 
(5) 的 通 解 . 

由 于 通 解 中 含有 任意 常数 ,所 以 它 还 不 能 完全 确定 地 反映 某 一 客观 事物 的 
规律 性 .要 完全 确定 地 反映 客观 事物 的 规律 性 ,必须 确定 这 些 常数 的 值 .为 此 ,要 
根据 问题 的 实际 情况 ,提出 确定 这 些 常数 的 条 件 . йй, 例 1 中 的 条 件 (2) 及 例 2 
中 的 条 件 (6) 便 是 这 样 的 条 件 . 

设 微分 方程 中 的 未 知 函数 为 y= g(xz), 如 果 微 分 方程 是 一 阶 的 ， 通常 用 来 
确定 任意 常数 的 条 件 是 

| х= z. 时 ,y= уо, 
或 写成 | y|... = ya 
其 中 x。、y。 都 是 给 定 的 值 ; Шайзута= 阶 的 ,通常 用 来 确定 任意 常数 的 
条 件 是 


x= x, Rf, y= yoy = уь, 


Ф 这 里 所 说 的 任意 常数 是 相互 独立 的 ， 就 是 说 ， 它们 不 能 合 关 太 合 得 任意 常数 的 个 数 域 少 (参看 本 
章 第 六 节 关 于 函数 组 的 线性 相关 性 ).… 
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或 写成 y|; YoY ыз Эд ， 
其 中 zx。、y。 和 办 都 是 给 定 的 值 . 上 述 这 种 条 件 叫 做 初始 条 件 . 
确定 了 通 解 中 的 任意 常数 以 后 ,就 得 到 微分 方程 的 特 解 .例如 (4) 式 是 方程 
(1) 满 足 条 件 (2) 的 特 解 :(10) 式 是 方程 (5) 满 足 条 件 (6) 的 特 解 . 
求 微分 方程 y = f(z ,y) 满 足 初 始 条 件 y|... = уо 的 特 解 这 样 一 个 问题 ， 
叫做 一 阶 微分 方程 的 初 值 问题 , 记 作 
{у =/(х,у), 
Ёл = у. 
微分 方程 的 解 的 图 形 是 一 条 曲线 ,叫做 微分 方程 的 积分 曲线 . 初 值 问题 (13) 
的 几何 意义 ,就 是 求 微分 方程 的 通过 点 (zu,y ) 的 那 条 积分 曲线 . 二 阶 微分 方程 
的 初 值 问题 


(13) 


y=f(xz,y,y )， 
У! ыг = yo у = у, 


的 几何 意义 ,是 求 微 分 方程 的 通过 点 (zu,yo) 且 在 该 点 处 的 切线 斜率 为 yo 的 那 
条 积分 曲线 . | 

例 3 验证 :函数 | 
х= Сүсов bt + Csin kt ` (14) 


是 微分 方程 
人 于 + 2z=0 (15) 
的 解 . 
解 、 求 出 所 给 函数 (14) 的 导数 
| T= - kC sin kt + ЁС,сов kt, (16) 
dz = — k’ Сусоѕ kt — Ë? C;sin kt 
dt | 


= — k?’ (C cos kt + С,8ш kt). 


жг 的 表达 式 代 入 方程 (15) ,得 


- k’ (Cicos kt + C,sin kt)+k*(Cicos kt + C;sin kt )==0. 
函数 (14) 及 其 导数 代入 方程 (15) 后 成 为 一 个 恒等式 ,因此 函数 (14) 是 微分 
方程 (13) 的 解 . | 
#14 已 知 函 数 (14) 当 & 尖 0 时 是 微分 方程 (15) 的 通 解 , 求 满足 初始 条 件 
“к T 2210 
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的 特 解 . 
解 НЕЕ: =0 时 ,xz = A" 代 人 (14) 式 得 


! C = А. 
HRE“ =о в ERAON, 48 
C, -0, 

С, 、C, 的 值 代 人 (14) 式 ,就 得 所 求 的 特 解 为 

х= Acos kt. 

习 题 7-1 
1. 试 说 出 下 列 各 微分 方程 的 阶 数 ; 
(15093 -2уу +z 50: (2) 22у —ху- + y=0; 
(3) zy” +2y + x2y=0; (4) (Tr —6y)dr + (х + y)dy = 0; 


dt C 
2. 指出 下 列 各 题 中 的 函数 是 否 为 所 给 微分 方程 的 解 ; 
(1) ху =2y,y=5z2; 


2 
(5) 199+ dR Ro; (6) 49 + p= sin? 0. 


(2) у +y=0,y=3sin z —4cos z; 

(3) у-2у +y=0,y= aze"; 

(4) у —(А,+А„)у +А,А;,у=0,у= Сеч" + Сес”. 

3. 在 下 列 各 题 中 ,验证 所 给 二 元 方程 所 确定 的 函数 为 所 给 微分 方程 的 解 : 

(1) (x -2y)y =2х-у,х°-ху+ у = С; 

(2) (ху-х)у + xy? + yy -2y =0,у=1п(ху). : 

4. 在 下 列 各 题 中 ,确定 函数 关系 式 中 所 含 的 参数 ,使 函数 满足 所 给 的 初始 条 件 : 

(Dr -y=C,y|,..0=5; 

(2) у= (С, + Cir) ,yl ,0 =0,y |,-0=1; 

(3) у= С,зіп(х – C,),y|,-,=1,y |,-,50. 

5. 写 出 由 下 列 条 件 确定 的 曲线 所 满足 的 微分 方程 : 

(1) 曲线 在 点 (z,y) 处 的 切线 的 斜率 等 于 该 点 模 坐 标的 平方 ; 

(2) 曲线 上 点 P(z,y) 处 的 法 线 与 х 轴 的 交点 为 Q, 且 线段 PQ ЖУЛИ Л... 

6. 用 微分 方程 表示 一 物理 命题 : 某 种 气体 的 压强 p 对 于 温度 芽 的 变化 率 与 压强 成 正 
比 ,与 温度 的 平方 成 反比 . 


PT ”可 分 离 变 量 的 微分 方程 


本 节 至 第 四 节 , 我 们 讨论 一 阶 微分 方程 
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у = f(z,y) (1) 
的 一 些 解法 . 
一 阶 微分 方程 有 时 也 写成 如 下 的 对 称 形 式 : 
P(r,y)dr + Q(zx,y)dy=0. (2) 
在 方程 (2) 中 ,变量 z 与 y 对 称 , 它 既 可 看 作 是 以 z 为 自 变量 、y 为 因 变量 的 方 
程 


ау - 一 Р(х,у) 
ах О(=х,у) 
(这 时 Q(z,y) 天 0) ,也 可 看 作 是 以 y 为 自 变量 .zx 为 因 变 量 的 方程 
ах _ _ О(х,у) 
dy Р(х,у) 


(这 时 Р(х,у) 50). 
在 第 一 节 的 例 1 中 ,我 们 过 到 一 阶 微分 方程 


dy 
dx 


或 dy=2rdxr. 
把 上 式 两 端 积 分 就 得 到 这 个 方程 的 通 解 
у= х? +C. 


但 是 并 不 是 所 有 的 一 阶 微分 方程 都 能 这 样 求解 .例如 ,对 于 一 阶 微分 方程 


ау _ 2 
Ir = 22У (3) 


就 不 能 像 上 面 那样 用 直接 对 两 端 积分 的 方法 求 出 它 的 通 解 .这 是 什么 缘故 呢 ? 
原因 是 方程 (3) 的 右 端 含 有 与 x 存在 函数 关系 的 变量 y, 积 分 


| зулаа 


-2х, 


求 不 出 来 ,这 是 困难 所 在 .为 了 解决 这 个 困难 ,在 方程 (3) 的 两 端 同时 乘 以 5 ,使 
方程 (3) 变 为 

=2zdz, 
这 样 ,变量 > Чу 已 分 离 在 等 式 的 两 端 ,然后 两 端 积分 得 


-=r +C, 
y 


或 | ушен Бэс (4) 


其 中 C 是 任意 常数 . 
可 以 验证 ,函数 (4) 确 实 满足 一 阶 微分 方程 (3), 且 含有 一 个 任意 常数 ,所 以 
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它 是 方程 (3) 的 通 解 . 

一 般 的 ,如 果 一 个 一 阶 微分 方程 能 写成 | 

g(y)dy= f(x)dx | 11 (5) 

的 形式 ,就 是 说 ,能 把 微分 方程 写成 一 端 只 含 y 的 函数 和 dy, 另 一 端 只 含 х 的 
函数 和 dz, 那 么 原 方程 就 称 为 可 分 离 变量 的 微分 方程 .， 

假定 方程 (5) 中 的 函数 g(y) 和 F(z) 是 连续 的 . 设 y= p(x) 是 方程 (5) 的 
Ж, 将 它 代 入 (5) 中 得 到 恒等式 

g[e(z)]@ (z)dz = f(x)dr. 
将 上 式 两 端 积分 ,并 由 y= p(z) 引 进 变量 y, 得 
«Од» = | Faar. 
设 С(у) Ж F(x) 依次 为 g(y) 及 /(z) 的 原 函 数 ,于 是 有 
G(y)= F(z)+ C. | - (6) 
因此 ,方程 (5) 的 解 满足 关系 式 (6). 反 之 ,如 果 y= B(x) 是 由 关系 式 (6) 所 确定 
的 隐 函 数 ,那么 在 g(y) 半 0 的 条 件 下 ,y= B(xz) 也 是 方程 (5) 的 解 ,事实 上 ,由 隐 
函数 的 求 导 法 可 知 , 当 g(y) 关 0 时 ， 
оз Ба) Z), 

这 就 表示 函数 у= Ф(х) E y (5). 所以, 如果 已 分 离 变 量 的 方程 (5) 中 ， 
g(y) 和 f(z) 是 连续 的 , 且 g(y) 关 0, 那 么 (5) 式 两 端 积分 后 得 到 的 关系 式 (6)， 
就 用 隐 式 给 出 了 方程 (5) 的 解 ， (6) 式 就 叫做 微分 方程 (5) 的 隐 式 解 . 又 由 于 关系 
式 (6) 中 含有 任意 常数 ， 因此 (6) 式 所 确定 的 隐 范 数 是 方程 (5) 的 通 解 ， 所 以 (6) 式 
叫做 微分 方程 (5) 的 隐 式 通 解 ( 当 Cry 时,(6) 式 所 确定 的 隐 范 数 >= (y) 
也 可 认为 是 方程 (5) 的 解 ). 


例 1 求 微分 方程 | 
ЧУ =2лу WI 
的 通 解 
解 方程 (7) 是 可 分 离 变 量 的 ,分离 变量 后 得 
SEPETTE P 
y 
两 端 积分 [2 ы | 2zdz， 
得 ыа. 
从 而 у= +e” ‘0 = +e e" У 


因 + е“ д ЕН, X. у==0 也 是 方程 (7) 的 解 ; 故 得 方程 7) 的 通 解 
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у= Се" . 
例 2 放射 性 元 素 铀 由 于 不 断 地 有 原子 放射 出 微粒 子 而 变 成 其 他 元 素 , 铀 
的 含量 就 不 断 减少 ,这 种 现象 叫做 衰变 .由 原子 物理 学 知道 , 铀 的 衰变 速度 与 当 
时 未 衰变 的 铀 原子 的 含量 M 成 正比 . 比 .已 知 ¿=0 时 铀 的 含量 为 . M, , 求 在 衰变 过 
程 中 铀 含量 M(z) 随 时 间 : 变化 的 规律 . 


解 钠 的 衰变 速度 就 是 M(1) 对 时 间 + 的 导数 中 .由 于 钠 的 衰变 速度 与 其 
含量 成 正比 , 故 得 微分 方程 
М.м, (8) 
其 中 (4 >0) 是 常数 ,叫做 训 变 系数 ,4 N RA Эг 增加 时 M 单调 减 
J. BS <o 的 缘故 ; 


按 题 意 ,初始 条 件 为 
- M|,.,= Mo. 
方程 (8) 是 可 分 离 变 量 的 .分 离 变量 后 得 


两 端 积分 T = fade, 


以 In С 表示 任意 常数 ,考虑 到 M >0, 得 
ш M= - ⁄+ln C, 


即 _м=Се“. 

这 就 是 方程 (8) 的 通 解 .以 初始 条 件 代 人 上 式 , 得 
AM, = Се =C, 

所 以 М-м,е", 


这 就 是 所 求 铀 的 衰变 规律 .由 此 可 见 шан шини налаад 
( 7-1). 

з 设 降 落 命 从 跳 鲍 塔下 落后 ,所 受 空 «їйл 与 速度 成 正比 ， 并 设 降落 全 
离开 跳伞 塔 时 (zt =0) 速 度 为 零 , 求 降落 企 下 落 速 度 与 时 间 的 函数 关系 . 

解 设 降落 伞 下 落 速 度 为 w(:) .降落伞 在 空中 下 落 时 ,同时 受到 重力 P 与 
阻力 R WERE 7-2) 重力 大 小 为 mg ,方向 与 o 一 致 ; 阻力 大 小 为 ku (上 为 
比例 系数 ) ,方向 与 v 相反 ,从 而 降落 企 所 受 外 力 为 
F= mg 一 ko. 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 
ме 2 F= та о 
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(其 中 а 为 加 速度 ) ,得 函数 v(i) 应 满足 的 方程 为 


m T= mg — kv. | | (9) 
按 题 意 ,初始 条 件 为 О 
0|,.,=0. 
M 
` 
о t 
图 7-1 7-2 
方程 (9) 是 可 分 离 变量 的 .分 离 变量 后 得 | 
dv ё 
тд-Ёи т’ 
dv _ fdt 
两 端 积分 [25 = |8. 


考虑 到 mg- ku >0, 48 


1 _ t 
万 In( mg ku)= + Сүз 


即 ey E : 
或 о= E + Сет (с--58-) (10) 
这 就 是 方程 (9) 的 通 解 . 
将 初始 条 件 v1,-。=0 代 人 (10) 式 ,得 
: _ _ mg. 
С= т 
于 是 所 求 的 特 解 为 v= ЖЁ(1-е *). (11) 


由 (11) 可 以 看 出 , 随 着 时 间 i 的 增 大 ,速度 > 逐渐 接近 于 常数 站 , 且 不 会 超 


过 - 刀 , 也 就 是 说 ,跳伞 后 开始 阶段 是 加 速 运动 ,但 以 后 逐渐 接近 于 等 速 运动 . 


例 4 有 高 为 1 m 的 半球 形容 器 ,水 从 它 的 底部 小 孔 流 出 ,小 孔 横 截面 面积 
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为 1 ст (E 7-3).Ж Н 2 Р BS Y zk , 求 水 从 小 孔 流出 过 程 中 容器 里 水 面 
的 高 度 h (水 面 与 孔 口 中 心间 的 距离 ) 随 时 间 t 变化 的 规律 ,并 求 水 流 完 所 需 的 
时 间 . 

R 由 水 力学 知道 ， 水 从 孔 口 流出 的 流量 ( 即 通 过 孔 口 模 截 面 的 水 的 体积 
V їн}, 的 变化 率 )Q 可 用 下 列 公式 计算 : | 


=% = kS /2gh, (12) 


其 中 上 为 流量 系数 ,由 实验 测 得 & =0.62,S 为 孔 口 横 截 面 面 积 ,g 为 重力 加 速 
度 . 
另 一 方面 , 设 在 微小 时 间 间 隔 [t ,i + dt] 内, 水面 高 度 由 hh А + dh (ал 
<0), 则 又 可 得 到 
dV=-xr dh, | (13) 
ЖФ r 是 时 刻 上 的 水 面 半径 (图 7-3), 右 端 置 负 号 是 由 于 dh<0 而 dV>0 的 
缘故 .又 因 


r= V -(1-h) = /2h- h, 


所 以 (13) 式 变 成 dV= -x(2h – h° )dh. (14) 
比较 (12) 和 (14) 两 式 ,得 
AS V2ghdt= —x(2h.—- Һ?)аһ, (15) 


КҮҮ, 函数 h = A(z) 应 满足 的 微分 方程 . 
此 外 ,开始 时 容器 内 的 水 是 满 的 ,所 以 未 知 函 数 h = h ( t) W Е F ЯЛ 
始 条 件 : 


h|,- = 1. (16) 
方程 (15) 是 可 分 离 变量 的 .分 离 变量 后 得 
dz = — sg hZ )dh. 2 
两 端 积分 ,得 


3 эт 
AS /2613 5 
其 中 C 是 任意 常数 . 

把 初始 条 件 (16) 代 人 (17) 式 ,得 


把 所 得 的 C 值 代入 (17) 式 并 化 简 ,就 得 
-_ . lx 10 3,3 
t= s JU h? + hŠ ) 
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Д £ =0.62,S=10 m ,g=9.8 m/s 代 人 上 式 ; 计 算 后 可 得 
£=1.068x10*({1- ht т. 
oe a a 
关系 . 由 此 可 知 水 流 完 所 需 的 时 间 为 | 
z = 1.068 x 10° 8-2 h58 min. | 
这 里 还 要 指出 ,在 例 4 中 我 们 是 通过 对 微小 量 dV 的 分 析 得 到 微分 方程 
(15) 的 .这 种 微小 量 分 析 的 方法 ,也 是 建立 微分 方程 的 一 种 常用 方法 . 


习 题 7-2 
І. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 | 
(1) ху - уһ у= 0; (2) 32 + 5x- 5у=0; 
(3) Vi- у = /1- уг; (4) у - зу =а(у + у); 
(5) se? x tan эйе sec y tan хду= 0; (6) dx =107**; 
(7) (e° -er)dr+(e +e")dy= 0; (8) cos x sin уйт + sin r cos ydy = 0; 
(9) (y+1) $+ 17 =0; (10) уйт + (22 -4z)dy=0. 


2. Т 
(1) уе", у|,. 


(2) cos х sin ydy = cos у sin rdr, yl, -a ЕЭ 
(3) уяа х= уп y.yl|,. z = e; 


(4) сов-удлг + (1 +e ")sin уду=0,у|, = T+: 


(5) zdy+2ydz==0,y|,., = 1. 

3. 有 一 盛 满 了 水 的 圆锥 形 漏 斗 ,高 为 10 cm, 顶 角 为 60" ,漏斗 下 面 有 面积 为 0.5 cm? 的 
FL , 求 水 面 高 度 变化 的 规律 及 水 流 完 所 需 的 时 间 ， 

4. 质量 为 1 g 的 质点 受 外 力作 用 作 直 线 运动 ,这 外 力 和 时 间 成 正比 ,和 质点 运动 的 速度 
成 反比 .在 上 =10s 时 ,速度 等 于 50 cm/s, 外 力 为 4 g'enys , 问 从 运动 开始 经 过 了 一 分 钟 后 的 
速度 是 和 多少 ? 

5. 甸 的 衰变 有 如 下 的 规律 : 铺 的 衰变 速度 与 它 的 现存 量 R 成 正比 .由 经 验 材料 得 知 , 鳃 
经 过 1 600 年 后 ,只 余 原 始 址 К, 的 一 半 . 试 求 镭 的 现存 基 R 与 时 间 1 的 函数 关系 . 

6. 一 曲线 通过 点 (2,3) . 它 在 两 坐标 轴 间 的 任 一 切线 线段 均 被 切 点 所 平分 , 求 这 曲线 方程 . 

7. 小 船 从 河 边 点 О 处 出 发 驶 向 对 岸 (两 岸 为 平行 直线 ). 设 船 速 为 a, 船 行 方向 始终 与 河 
岸 垂 直 , 又 设 河 宽 为 ,河中 任 一 点 处 的 水 流速 度 与 该 点 到 两 岸 距离 的 腰 积 成 正比 (比例 系数 
为 上 ). 求 小 船 的 航行 路 线 . 
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р 齐 次 方程 


一 、 齐 次 方程 
如 果 一 阶 微分 方程 可 化 成 | 
dy_ [Уу 
s= [2 ) (1) 


的 形式 ,那么 就 称 这 方程 为 齐 次 方程 ,例如 
(зу-у)4х-(27-2ху)4у -0 


是 齐 次 方程 ,因为 它 可 化 成 


即 
在 齐 次 方程 | 
dy (2) 
中 ,引进 新 的 未 知 函 数 
(2) 


就 可 把 它 化 为 可 分 离 变量 的 方程 .因为 由 (2) 有 
du 


dy 
= s + r — 
YUT, Jz 5 73 42 


代入 方程 (1) , 便 得 方程 


и+ к = olu), 


BD r= g(u)- u. 
分 离 变量 ,得 
du _ dz 
| "10912733 
两 端 积分 ,得 | 


| du . 
30172518 | 
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ЖНА AZRE и, ЕВА ЗЕКЕ. 
例 1 解 方程 


解 “ 原 方程 可 写成 


因此 是 齐 次 方程 . 令 芝 = и, 


于 是 原 方 程 变 为 
ar q тошу 
Вр zau — 
x u-l 
分 离 变 量 ,得 
(1-2)а = 
х 
两 端 积分 ,得 и-|п|н|+С=1п|х], 
或 写 为 | In|zu | =u + C. 


以 立 代 上 式 中 的 , 便 得 所 给 方程 的 通 解 为 


ун 2+ С. | 
812 探照灯 的 聚 光 镜 的 镜面 是 一 张 旋转 曲面 , 它 的 形状 由 хОу 坐标 面 上 
的 一 条 曲线 L 绕 z 轴 旋 转 而 成 . 按 聚 光 镜 性 能 的 要 求 ,在 其 旋转 轴 (z 轴 ) 上 一 
点 O 处 发 出 的 一 切 光 线 ,经 它 反射 后 都 与 旋转 轴 平 行 . 求 曲线 二 的 方程 . | 
解 将 光源 所 在 之 O ñE ЛИ SA (ШЕ 7-4), Н L (У y20 范 
围 内 . санг, 
设 点 M(x,y) 为 L 上 的 任 一 点 ,点 O 发 出 的 某 条 光线 经 点 M 反射 后 是 一 
条 与 x 轴 平 行 的 直线 MS ,又 设 过 点 M 的 切线 AT 与 x 轴 的 夹 角 为 a. 根 据 题 
意 ,人 SMT=a. 另 一 方面 ,人 OMA 是 人 射 角 的 余 角 ,人 SMT 是 反射 角 的 余 角 ， 
于 是 由 光学 中 的 反射 定律 有 OMA = 人 SMT=a. 从 而 АО = OM ,但 AO = 
- 306 ` 


AP- OP = PMcot a- OP = > – х, OM = / x + y . РАВ 
y я 


Tapada у. 
y 
把 z 看 作 因 变量 ,y 看 作 自 变量 , 当 y>0 时 ,上 式 即 为 
dz х Хх үз | | 
dy y АСАЖ 
这 是 齐 次 方程 . 令 三 = M r= = о+ уд, 
入 上 式 ,得 


| ао /一 5 

即 ЭР | y dy vti. 

分 离 变量 ,得 шээсээ», 
+ >” 

积分 ,得 In(v + м v +1)=Iny-In C; 

或 о + 0+1=2. 

H (2-9) зээ, 

í y _2у0 _ 

得 = =1 


以 ус х ХАЛЖ, 
y =2c[z +): 
这 是 以 х 轴 为 轴 .焦点 在 原点 的 抛物 线 ， 


“二 、 可 化 为 齐 次 的 方程 


方程 
нэ dy_ ах + by + c (3) 
dr ахт+ф,уу+с, 2 


当 c=c,=0 时 是 齐 次 的 ,否则 不 是 齐 次 的 :在 非 齐 次 的 情形 ,可 用 下 列 变 换 把 它 
化 为 齐 次 方程 : 令 
х= Х+р,у= Y+k, 
其 中 h Kk 是 待定 的 常数 .于 是 
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| | dr=dX,dy=dY, 
从 而 方程 (3) 成 为 


ДҮ aX+bY+ah+ bk +c 
dX а, X+b ҮУ+аћ+ь +С," 


如 果 方 程 组 
| 1. +bk+c=0, 
aih+biki+c,=0 


b À 
的 系数 行列 式 | ” | e RATARI h 及 使 它们 满足 上 述 


方程 组 .这 样 ,方程 (3) 便 化 为 齐 次 方程 
dY _ aX+bY 
dX a X+b,Y` 
с s 在 通 解 中 以 х—-^Һ IÇ Х,у- k 代 Y, 便 得 方程 (3) 的 通 解 . 


a 1 时 ,h 及 无 法 求 得 ， 因此 上 述 方法 不 能 应 用 .但 这 时 令 生 = е 


| жй Бо | 
Jo Ë azt byte ` 


dr А(ах + Бу) +с,' 
引入 新 变量 o = ax + by, WI 


O- 


d d dr b\dr 
于 是 方程 (3) 成 为 
A 
b 14х àv + с, 
这 是 可 分 离 变量 的 方程 . 


以 上 所 介绍 的 方法 可 以 应 用 于 更 一 般 的 方程 


ау _ ат + фу+ с 
ах +буу+с,}]' 


83 解 方程 
(2=+y-4)dr+(z=+y-1)dy=0. 
解 ” 所 给 方程 属 方程 (3) 的 类 型 . 令 z=X+Ahy=Y+&, 则 dz=dxX， 
dy=dY ,代入 原 方程 得 
(2X+ Y+2 有 +k— ах (ха Y+h+ k -1)aY = 0. 
解 方程 组 


2h+k-4=0, 
h+k-1=0 
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得 有 =3,k= -2. 令 zx=X+3,y=Y-2, 原 方程 成 为 ， 
(2X+Y)dX+(X+Y)dy=0， 


Y 
4 : dy_ 2x+y. X 
d X+Y (417 
Х 
这 是 齐 次 方程 . 
QX =u, M Ү= wxX,9 = u + Х 和合, 于 是 方程 变 为 
da _ _2+u 
We l+ u 
du _ 282: + u` 
或 хах” ltu ` 
IREL, _ utl _ dX 
积分 得 їт С, -In +2u +2)=ln| Х|, 
C | 
Vu +2и +2 
或 2 (C;=C1); 
即 Ү?+2ХҮ +2X° = С,. 


以 X=z-3,Y=y+2 代 入 上 式 并 化 简 , 得 


21° +2rzy+ y -8xz-2y=C (C=C,-10). 


2) 44 7-3 
І. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 ， 
(1) zy'-y- V y -x =0; (2) z Q= y| 2, 
(3) (x° + y )dr- zydy= 0; (4) Cr? + yde – Залу dy=0; 


(5) (2250 2 + 3ycos 2 )dr - 3;reos ду =0; 


РА х х т 
(6) (1+ 2еу )dz + 2ех (1 -三 jdy=0， 


2. 求 下 列 齐 次 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 
(1) (у – 3x:)dy+2zrydr =0,y|,.0=1; 


(2) A =2; 


(3) (2? + 22у - y Jdr + (у +2zy- z2)dy=0,yl.,. =1. 
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3. 设 有 联结 点 0(0,0) 和 А (1,1) 0 В ЕЕ ОА, ЯР OÀ ЕЕ д 
Р(х,у), ОРУНА ВОР ВОЯ х? , 求 曲 线 弧 OA 的 方程 

"4, 化 下 列 方程 为 齐 次 方程 ,并 求 出 通 解 : 

(1) (2z—5y+3)dz — (2= +4y — 6)dy=0; 

(2) (=< —y-1)dz + (4у+ х --1)dy=0; 

(3) (3у-7:47)4:4(7у-343)4у-0: 

(4) (x+ y)dx+ (32 +3y -4)dy=0. 


第 四 节 ”一 阶 线性 微分 方程 


~ 


一 、 线 性 方程 


方程 
至 +P(z)y=Q(z) (1) 
叫做 一 阶 线性 向 分 方程 ,因为 它 对 于 未 知 函 数 y 及 其 导数 是 一 次 方程. 如 果 
Q(z) 三 0, 则 方程 (1) 称 为 齐 次 的 ;如 果 Q(z) 天 0, 则 方程 (1) 称 为 韭 齐 次 的 . 
设 (1) 为 非 齐 次 线性 方程 .为 了 求 出 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 解 ,我 们 先 把 
Q(z) 换 成 零 而 写 出 方程 


SY, P(z)y=0. | (2) 
方程 (2) 叫 做 对 应 于 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 齐 次 线性 方程 .方程 (2) 是 可 分 离 变 量 
的 ,分 离 变量 后 得 а 


ду _ Р(х)ах, 


> 
两 端 积分 ,得 
In| y| 5- | PC)az + c, ; 
或 y= Се (С = + е ), 


这 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 0. 
现在 我 们 使 用 所 谓 常数 变易 法 来 求 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 通 解 .这 方法 是 把 
(2) 的 通 解 中 的 C 换 成 x 的 未 知 函 数 x(z), 即 作 变 换 


+ y= ye [ta : . (3) 


Ф 这 里 记号 | P(z)dz 表示 P(r) 的 某 个 确定 的 原 函 数 . 
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于 是 dy ¿je -upP(z)ejrow (4) 
将 (3) 和 (4) 代 人 方程 (1) 得 
ae ou -upP(z)ejow + P(z)ue PH = О(х), 
即 ue [ee = Q(z) = Q(z . 
两 端 积分 ,得 = [QUe C. 
把 上 式 代入 (3) , 便 得 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 通 解 
| у= e [ea (еа + с) : (5) 
将 (5) 式 改写 成 两 项 之 和 
y = Cefa + efron | Qla ydede | 
上 式 右 端 第 一 项 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 ,第 二 项 是 非 齐 次 线性 方程 
(1) 的 一 个 特 解 (在 (1) 的 通 解 (5) 中 取 C = 0 便 得 到 这 个 特 解 ). 由 此 可 知 , 一 阶 
非 齐 次 线性 方程 的 通 解 等 于 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 与 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 之 
t. | | 


#1 求 方程 
的 通 解 . 
解 ” 这 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 . 先 求 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 . 
dy_ 2 -z 
d rro 
dy _ 2dz 
y ztl’ 
їп y=2ln(x+1)+in C, 
у= С(2+1)°. 
用 常数 变易 法 ,把 C 换 成 4 , 即 令 
у= и(х+1)?, (6) 
那么 Wsu (z+1)'+2u(z+1), Š 
代入 所 给 非 齐 次 方程 ,得 


isteri. 
两 端 积分 ,得 | из (азай цагг 


再 把 上 式 代 入 (6) 式 , 即 得 所 求 方程 的 通 解 为 
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у= (+10102 +10# +C]. 


82 有 一 个 电路 如 图 7 一 5 所 示 , 其 中 电源 电动 势 为 EF = Ensin wt 
(E,、w 都 是 常量 ) ,电阻 R 和 电感 L 都 是 常量 . 求 电 流 i(1). 
解 (i) 列 方程 由 电学 知道 , 当 电 流 变 化 时 ， 


L 上 有 感应 电动 势 — LS. 由 回路 电压 定律 得 出 


d; 
E- L+ iR=0 
di R. Е 
Bp aLL 
ЇЕ E= Ensin wt 代入 上 式 ,得 7-5 
E. f 
di R + L: = sin wt. (7) 


KA ¿(OB 满足 方程 (7). 此外， 设 开关 S 闭合 的 时 刻 为 150, ы 
i(i) 还 应 该 满足 初始 条 件 

i|,.o=0. (8) 

Gü) 解 方 程 方程 (7) 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 .可 以 先 求 出 对 应 的 齐 次 方程 

的 通 解 ,然后 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 方程 的 通 解 .但 是 ,也 可 以 直接 应 用 通 解 公 


式 (5) 来 求解 .3 这 里 pü) = Т, ос) = 了 sin wt ,代入 公式 (5$) ,得 
(1) = ef (Е е sin wtdt + c). 
应 用 分 部 积分 法 ,得 


[еза оса ВЕЕ L` cos et) 
er sin оа = ——— sın wt 一 041. cos wt 
R + o° L° , 


将 上 式 代 入 前 式 并 化 简 ,得 方程 (7) 的 通 解 


i(t)= zr čr (Rsin wt 一 wLcos wt) + Ce ` Ё 
其 中 C 为 任意 常数 . 
将 初始 条 件 (8) 代 入 上 式 ,得 
wLE, 
Б R° + L` 
РА, PH k р 7(:) 为 
(2:1) = зел É + ray (Rsin wt — wL cos wt). (9) 
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为 了 便于 说 明 (9) 式 所 反映 的 物理 现象 ,下 面 把 ;(:) 中 第 二 项 的 形式 稍 加 
改变 . 


R . wL 

A == 2: 

№ cos p= 5 5 = оф 5 32? 
VR + o L` VR + o ° L° 


于 是 (9) 式 可 写成 
і(2) = тте ee (wt — ф), 
LR 
其 中 . ф = arctan s=. ! 


当 e 增 大 时 ， 上 式 右 端 第 一 项 (叫做 暂 态 电流 ) 逐 渐 衰 减 而 趋 于 零 ; 第 二 项 
(叫做 稳 态 电流 ) 是 正弦 函数 , 它 的 周期 和 电动 势 的 周期 相同 ,而 相 角 落后 e. 


在 上 节 中 ,对 于 齐 次 方程 12 ,我 们 通过 变量 代 换 y= zu ,把 它 化 为 


变量 可 分 离 的 方程 ,然后 分 离 变量 ,经 积分 求 得 通 解 .在 本 节 中 ,对 于 一 阶 非 齐 次 
线性 方程 

y +Р(х)у= О(х), 
我 们 通过 解 对 应 的 齐 次 线性 方程 找到 变量 代 换 


ие [ea | 


利用 这 一 代 换 ,把 非 齐 次 线性 方程 化 为 变量 可 分 离 的 方程 ,然后 经 积分 求 得 通 
解 

利用 变量 代 换 ( 因 变 量 的 变量 代 换 或 自 变量 的 变量 代 换 ), 把 一 个 微分 方程 
化 为 变量 可 分 离 的 方程 ,或 化 为 已 经 知 其 求解 步骤 的 方程 ,这 是 解 微 分 方程 最 常 
用 的 方法 .下 面 再 举 一 个 例子 . 


例 3 解 方程 = 


dr rty’ 


解 ” 若 把 所 给 方程 变形 为 


ах 


| ау 277: 
即 为 一 阶 线性 方程 , 则 按 一 阶 线性 方程 的 解法 可 求 得 通 解 . 
也 可 用 变量 代 换 来 解 所 给 方程 : 
Фх+у=и,Иу=н- r, =Чи - |. 代入 原 方程， 得 
du _ 1 = 1 аи _ и +1 
ах и’ ат и 
分 离 变量 得 
-ygd -4х, 
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两 端 积分 得 : u-lnlu+1|=x+C. 
以 4 =xz+y 代 人 上 式 , 即 得 
y-In|z+y+iI|=C, 
或 站 二 和 人 CE 坏人) 


“二 、 伯 努 利 方 程 


方程 | 
ЧУ + P(z)y=Q(z)y' (nz0,1) (0) 


叫做 伯 努 利 (Bernouli) 方 程 - 当 ,=0 或 n = 1 时 ,这 是 线性 微分 方程 . 当 л >0, 
n 1 时 ,这 方程 不 是 线性 的 ,但 是 通过 变量 的 代 换 , 便 可 把 它 化 为 线性 的 .事实 
上 ,以 y 除 方程 (10) 的 两 端 ,得 


y "+Pp(r)y С" = (х. (11) 


容易 看 出 ,上 式 左 端 第 一 项 与 -(y ") 只 差 一 个 常数 因子 1 - ,因此 我 们 引入 
新 的 因 变量 


dz _/, -ndy 

那么 320 л)» dr 
用 (1- 2”) 乘 方程 (11) 的 两 端 ,再 通过 上 述 代 换 便 得 线性 方程 
SZ 4 (1-n)P(z)z=(1- n)Q(z). 
求 出 这 方程 的 通 解 后 ,以 y R z 便 得 到 伯 努 利 方程 的 通 解 ， 


例 4 求 方程 


Sy, =а(1п х)у 
的 通 解 . -~ 
解 ” 以 y* 除 方 程 的 两 端 ,得 
-dy ,1 - 
y ат у 
_d(y ') 
即 ах 
令 z=y“', 则 上 述 方程 成 为 
dz _ 


Мыш aln т 
dr r” ! 


| >= 
=aln +, 


Ju z f 
+y =aln zr, 
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这 是 一 个 线性 方程 , 它 的 通 解 为 

а= |С 5-08 x) ]. 
以 y“ 代 z, 得 所 求 方程 的 通 解 为 

»| С-5 Ол z} |= 


习 题 7-4 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 ， 
@) dy + =e"; (2) ху Хунд ЖЭ! 


магт 
А 


(3) у + усоѕ z = e` (4) y + угап х = sin 22; 


(5) (х – 1) у + 22у – соз = = 0; (6) ЧЁ +3р=2; 
(7) Мен (8) ут уйх + (x-in y)dy = 0; 
(9) (2-2) = у+2(2-2)°; (10) ( -62)47 +2у=0. 
2. ЗИС ЖЕЙ 5 
(1) $2- yian ж=зес х,у, =0; (2) 入 + 之 = Zyl, -= l; 
(3) dy + | -gonr ЕСИ dy 25 2 
) qx t ycot х = Ѕ5е syle = 4; (4) D 
(5) e et yl,. =0. 


з. 求 一 曲线 的 方程 ,这 曲线 通过 原点 ,并 且 它 在 点 (zx,y) 处 的 切线 斜率 等 于 2z + y. 

4. 设 有 一 质量 为 т 的 质点 作 直 线 运动 . 从 速度 等 于 零 的 时 刻 起 ,有 一 个 与 运动 方向 一 
致 .大 小 与 时 间 成 正比 (比例 系数 为 ) 的 力作 用 于 它 ,此 外 还 受 一 与 速度 成 正比 (比例 系数 
为 , ) 的 阻力 作用 . 求 质点 运动 的 速度 与 时 间 的 函数 关系 . 

5. 设 有 一 个 由 电阻 R= 10 Q .电感 L =2 H 和 电源 电压 E = 20sin 5; V 串联 组 成 的 电 
路 .开关 S 合 上 后 ,电路 中 有 电流 通过 . 求 电流 ; 与 时 间 1 的 函数 关系 . 

6. 验证 形 如 у/(ху)йл + ra(xy)dy=0 的 微分 方程 ,可 经 变量 代 换 v= гу 化 为 可 分 高 
变 重 的 方程 ,并 求 其 通 解 

7. 用 适当 的 变量 代 换 将 下 列 方 程 化 为 可 分 离 变 重 的 方程 ,然后 求 出 通 解 : 


1 


(0 = (r+ у); (2) =l +l; 


(3) ху + у= y(ln к+1п y); 
(4) у= у? +2(sin r- 1) у + іп х – 2sin т— cos z+ l; 
(5) у(ху + 1l)dr + х(1+ zy+ z2y')dy=0. 
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"8, 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 ; 
(1) #7 + у= y? (cos z -sin z); (2) 479-3лу= лу 


d 1 1 d 
(3) 425 -үул-,0-24У14 (4) 122-у зул 


(5) rdy- [y+ ху (1+1п х114х 50. 


第 五 节 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


从 这 一 节 起 我 们 将 讨论 二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 , 即 所 谓 高 阶 微分 方程 . 
对 于 有 些 高 阶 微分 方程 ,我 们 可 以 通过 代 换 将 它 化 成 较 低 阶 的 方程 来 求解 .以 二 
阶 微分 方程 : 
у= Ј(х,.уу) (1) 
而 论 ,如 果 我 们 能 设法 作 代 换 把 它 从 二 阶 降 至 一 阶 ,那么 就 有 可 能 应 用 前 面 几 节 
中 所 讲 的 方法 来 求 出 它 的 解 了 . 
下 面 介绍 三 种 容易 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 求解 方法 . 


—. yP = f(z) 型 的 微分 方程 


微分 方程 у= (х) (2) 
的 右 端 仅 含有 自 变 量 r. 容易 看 出 ,只 要 把 у” "作为 新 的 未 知 函 数 ,那么 (2) 式 
就 是 新 未 知 函数 的 一 阶 微分 方程 .两 边 积分 ,就 得 到 一 个 n -1 阶 的 微分 方程 


гын = | гєлЭах + С, . 


同 理 可 得 y"? = ЛЭ ЁС: Jaz + 20 


依 此 法 继续 进行 ,接连 积分 n 次 , 便 得 方程 (2) 的 含有 n 个 任意 常数 的 通 解 . 
例 1 求 微分 方程 
y” = e°” — cos + 
的 通 解 . 
解 ” 对 所 给 方程 接连 积分 三 次 ,得 


у= е" —sin > + C, 


— 


у = 1 + соз + + Cx + C, 


2 
8 


У e" + еіп = + C, z=` + C, x= + С, [e= 2). 
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这 就 是 所 求 的 通 解 . . 

例 2 质量 为 m 的 质点 受 力 下 的 作用 沿 Ох 轴 作 直线 运动 . 设 力 下 = 下 (zi) 在 
开始 时 刻 :=0 时 F(0) = F, , 随 着 时 间 : 的 增 大 , 力 下 均匀 地 减 小 ,直到 上 = ТЕ, 
F(T)=0. 如 果 开 始 时 质点 位 于 原点 , 且 初 速度 为 零 , 求 这 质点 的 运动 规律 . 

Ж 设 x=x(i) 表 示 在 时 刻 1 时 质点 的 位 置 ,根据 牛顿 第 二 定律 ,质点 运 
动 的 微分 方程 为 

m 94= F(U). . (3) 
由 题 设 , 力 Е(г) : 增 大 而 均匀 地 减 小 ,上 且 2 = 0 BE, Е(0) = ,所 以 F(t)= 
F, 一 Ri 又 当 上 = 人 时,F(T)=0, 从 而 


Е(0-Б(1- г р 


Т 
于 是 方程 (3) 可 以 写成 
d: > _ F, 228 
r= =n T): (4) 
其 初始 条 件 为 
2 dr| _ 
+r|,. = 0, 4: ЭЛ 


把 (4) 式 两 端 积分 ,得 
d т 
7 а) С. (5) 


Ван | ，= 0 代入 (5) 式 ,得 


于 是 (5) 式 成 为 
ах _ Р» t? 
= СЛТ): (6) 


把 (6) 式 两 端 积分 ,得 


将 条 件 zl,-*=0 代 人 上 式 ,得 


于 是 所 求 质点 的 运动 规律 为 
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=. у= f(x,y ) 型 的 微分 方程 


у Ка, у) 

的 右 端 不 显 含 未 知 函 数 y. 如 果 我 们 设 у = p ,那么 

而 方程 (7) 就 成 为 
p = (2, р). 

这 是 一 个 关于 变量 x .p 的 一 阶 微分 方程 . 设 其 通 解 为 
p= Ф(х,С,), 


但 是 p= S> я ИЕ 


ду _ ，， 
42 (2 „Сү: 


对 它 进 行 积分 , 便 得 方程 (7) 的 通 解 为 
= | о(х,С,)4х4С,. 


(7) 


з 求 微分 方程 
(1+z')y = 22у! 
满足 初始 条 件 
yl, = 1, yl, = 3 
的 特 解 . 
解 所 给 方程 是 y = f(x,y ) 型 的 . 设 y = pp, 代入 方程 并 分 离 变量 后 ,有 
dp_ 2z 
УШЫ ГЕ е: 


两 端 积分 ,得 

{| p| =In (1+2) +С, 
即 p=y=C (1+2) (С, = te"). 
由 条 件 y |, = 3,48 


C, =3， 
所 以 y =3(1+ 22). 
两 端 再 积分 ,得 уг 3r О 
又 由 条 件 y|. = 1,489 
C = q 
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于 是 所 求 的 特 解 为 


y=z)+3zxr+1. 


а 设 有 一 均匀 .柔软 的 绳索 ,两 端 固定 ,绳索 仅 受 重力 的 作用 而 下 垂 . 试 


问 该 绳索 在 平衡 状态 时 是 怎样 的 曲线 ? 


解 ” 设 绳索 的 最 低 点 为 A. 取 y 轴 通 过 点 A 铅 直 向 上 ,并 取 х 轴 水 平 向 右 . 
且 1OA| 等 于 某 个 定 值 ( 这 个 定 值 将 在 以 后 说 明 ). 设 绳索 曲线 的 方程 为 y= 
9g(z). 考 察 强 索 上 点 A 到 另 一 点 M(z,y) 间 的 一 段 弧 AM ARKA s. BEA 
索 的 线 密度 为 p, 则 弧 AM 所 受 重力 为 pgs .由 于 绳索 是 柔软 的 ,因而 在 点 A 处 的 
张力 沿 水 平 的 切线 方向 ,其 大 小 设 为 日 ;在 点 M 处 的 张力 沿 该 点 处 的 切线 方 
向 , 设 其 倾角 为 9, 其 大 小 为 (图 7-6). 因 作用 于 弧 段 AM 的 外 力 相互 平衡 ， 


把 作用 于 弧 AM 上 的 力 沿 铅 直 及 水 平 两 方向 分 解 ,得 
Tsin 0 = ogs , Tcos = H. 
将 此 两 式 相 除 ,得 | 
tan 0= 1; (< =-=). 
由 于 хап 0= у’, ѕ = |, V1+y dz, 
代入 上 式 即 得 
yst f Vity dzr. . 
将 上 式 两 端 对 zx 求 导 , 便 得 y= p(xz) 满 足 的 微分 方程 
y= ITF”. 
取 原 点 O 到 点 A 的 距离 为 定 值 a , 即 | OA | = a ,那么 初始 条 件 为 
уЇ.-0=а,у'1.-0=0. 
下 面 来 解 方程 (8). 
方程 (8) 属 于 y = f(z,y ) 的 类 型 . 设 
y=p， 则 ус, 
代入 方程 (8) ,并 分 离 变量 ,得 


两 端 积分 ,得 
а(р+у/1+ р) = +C. 
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(8) 


(9) 


把 条 件 = = р | s-a = 0 代 人 (9) 式 ,得 


С,-0, 

于 是 (9) 式 成 为 

КОО т 
解 得 р= 9-06 е7), 
Bl у= 1608-е). 
积分 上 式 两 端 , 便 得 

y=+(e te )+C,. (10) 
将 条 件 yl,so =a 代 人 (10) 式 ,得 


. С, =0. 
于 是 该 绳索 的 形状 可 由 曲线 方程 


来 表示 .这 曲线 叫做 悬 链 线 . 
=. y = f(y,y ) 型 的 微分 方程 


方程 
у =f(y,y) ' (11) 
中 不 明显 地 含 自 变量 zz. 为 了 求 出 它 的 解 .我 们 令 у = ,并 利用 复合 函数 的 求 
导 法 则 把 y 化 为 对 y 的 导数 , 即 


这 样 , 方 程 (11) 就 成 为 
p E= уу, р). 
这 是 一 个 关于 变量 y .p 的 一 阶 微分 方程 . 设 它 的 通 解 为 


у =р=еф(у,С,), 
分 离 变 量 并 积分 , 便 得 方程 (11) 的 通 解 为 


dy 4 
| 
8|5 求 微 分 方程 
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yy у? =0 (12) 


的 通 解 . 
E 方程 (12) 不 明显 地 含 自 变量 > , 设 
ур, W у= 692, 
代入 方程 (12), 得 
ур SE- P =0. 
在 ул 0 、p 关 0 时 , 约 去 ЖУРТУ ,得 
dp _ dy 
p y’ 


两 端 积分 ,得 
Іар =lnlv| + C, 
即 p= C uy ak у= Су (С, = же"). 
再 分 离 变 量 并 两 端 积 分 , 便 得 方程 (12) 的 通 解 为 
Inlyl=Cz+C，， 
或 хаг Сужеэа), 
例 6 一 个 离 地 面 很 高 的 物体 , 受 地 球 引力 的 作用 由 静止 开始 落 向 地 面 . 求 
它 落 到 地 面 时 的 速度 和 所 需 的 时 间 ( 不 计 空气 阻力 ). 
解 ” 取 联结 地 球 中 心 与 该 物体 的 直线 为 y 轴 , 其 方向 铝 直 向 上 , 取 地 球 的 
中 心 为 原点 О( 7-7). 
设 地 球 的 半径 为 R ,物体 的 质量 为 ,物体 开始 下 落 。 
时 与 地 球 中 心 的 距离 为 / (>R), ЕВ : 物体 所 在 位 


ШЖ у= p(1) ,于 是 速度 为 u(1) = PREIEI E 
律 , 即 得 微分 方程 


Фу. СбиМ 
э — y — , 
аг” Уу 
Фу GM 
Вр ау" (13) 
其 中 M 为 地 球 的 质量 ,G 为 引力 常数 .因为 当 y= Б, 7-7 
ФУ = - к (这 里 置 负 号 是 由 于 物体 运动 加 速度 的 方向 与 


y 轴 的 正 向 相反 的 缘故 ) ,所 以 к= r GM = R. JE Jr (13) 8 
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Фу. Р? 
dz“ y (14) 
初始 条 件 是 То у 20: 


Эвэр 338 ПЕ Е E = 0 18 


代入 方程 (14) 并 分 离 变量 ,得 


2 
vdv = SER у 
У 


两 端 积分 ,得 — үс, 
把 初始 条 件 代 入 上 式 ,得 


于 是 


о ов 2-үр)ээ-Вү(20-0) (15) 


这 里 取 负 号 是 由 于 物体 运动 的 方向 与 y 轴 的 正 向 相反 的 缘故 . 
在 (15) 式 中 令 y= 尺 ,就 得 到 物体 到 达 地 面 时 的 速度 为 


下 面 来 求 物体 落 到 地 面 所 需 的 时 间 .由 (15) 式 有 
分 离 变量 得 di = -AN EN r: 


两 端 积分 (对 右 端 积分 利用 置换 y= Гсоѕ и),18 
1 


= ту 5-0 By + larceos, | 2 ) + С. (16) 
由 条 件 y|, 1,1 


t 


于 是 (16) 式 成 为 


1 /1 3 I 
t= T (уу? + lareeos z). 


在 上 式 中 令 >= 尺 , 便 得 到 物体 到 达 地 面 所 需 的 时 间 为 
* 322 = 


1 / 5 
= 去 (v IR R + latecos, | Ë |, 


53 = 7-5 

1. 求 下 列 各 微分 方程 的 通 解 : 
(1) y =zx+sin z; (2) y= xe”; 
(3) у= 5 (4) у=1+у?; 

л: 
(5) у= у tx; (6) ху + у =Ó; 
(7) yy +2у? =0; (8) уу -1=0; 
(9) у= Z= (10) у= (у) + y. 
2. 求 下 列 各 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 
(1) yy +1=0,у|,.,=1,у l, =0; 
(2) y -ay =0,y) ,0=0,y |, 5-1: 
(3) у =e ,yl ,=y | ,=y|,.,=0; 
(4) у= е, уә = y | Се =0; 
(5) y =3Уу,у|,-а ын l,y 1,952: 
(6) y+(y) =l, yle =0,y'|,- a 50. 


3. RR у = z 的 经 过 点 M(0,1) 且 在 此 点 与 直线 y= > + 1 相 切 的 积分 曲线 ， 


4. 设 有 一 质量 为 m 的 物体 ,在 空中 由 静止 开始 下 落 ,如果 空气 阻力 为 R= co (其 中 为 
常数 ,wv 为 物体 运动 的 速度 ), 试 求 物体 下 落 的 上 距离 s 与 时 间 : 的 函数 关系 . 


第 六 证 ”高 阶 线性 微分 方程 


本 节 和 以 下 两 节 , 我 们 将 讨论 在 实际 问题 中 应 用 得 较 多 的 所 谓 高 阶 线性 微 
分 方程 .讨论 时 以 二 阶 线性 微分 方程 为 主 . 


一 、 二 阶 线性 微分 方程 举例 


例 1 设 有 一 个 弹簧 , 它 的 上 端 固定 ,下 端 挂 一 个 质量 为 m 的 物体 . 当 物 体 
处 于 静止 状态 时 ,作用 在 物体 上 的 重力 与 弹性 力 大 小 相等 .方向 相反 .这 个 位 置 
就 是 物体 的 平衡 位 置 .如 图 7-8, 取 + 轴 铅 直 向 下 ,并 取 物 体 的 平衡 位 置 为 坐标 
原点 . 
如 果 使 物体 具有 一 个 初始 速度 v, 关 0, 那 么 物体 便 离 开平 衡 位 置 ,并 在 平衡 
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位 置 附近 作 上 下 振动 . 在 振动 过 程 中 ,物体 的 位 置 x 随时 间 : 变 : 
化 , 即 x 是 :的 函数 :rz = x(t). 要 确定 物体 的 振动 规律 ,就 要 求 出 
AM т=т(/). 

由 力学 知道 , 弹 纂 使 物体 回 到 平衡 位 置 的 弹性 恢复 力 у СЕ 
不 包括 在 平衡 位 置 时 和 重力 mg 相 平 衡 的 那 一 部 分 弹性 力 ) 和 物 
体 离开 平衡 位 置 的 位 移 x 成 正比 : 

f=-er, 

其 中 c. 为 弹簧 的 弹性 系数 , 负 号 表示 弹性 恢复 力 的 方向 和 物体 位 
移 的 方向 相反 . 

另外 ,物体 在 运动 过 程 中 还 受到 阻尼 介质 (如 空气 . 油 等 ) 的 阻 за 
力 的 作用 ,使 得 振动 逐渐 趋向 停止 .由 实验 知道 ,阻力 R 的 方向 总 与 运动 方向 相 

反 , 当 运动 速度 不 大 时 ， 其 大 小 与 物体 运动 的 速度 成 正比 , 设 比例 系数 为 /., 则 有 


220 dz 
R /村 


根据 上 述 关于 物体 受 力 情 况 的 分 析 , 由 牛顿 第 二 定律 得 


” хон тн 
dr C. А dr 2 
移 项 ,并 记 ЕЕ Е, 
т т 
则 上 式 化 为 | 
d` dx 
д тон цол 50. (1) 


这 就 是 在 有 阻尼 的 情况 下 ,物体 自由 振动 的 微分 方程 . 
如 果 物 体 在 振动 过 程 中 ,还 受到 铅 直 王 扰 力 


F = Hsin pt 
的 作用 , 则 有 
азиат д = Аз. р, (2) 
其 中 心 = 一 .这 就 是 强迫 振动 的 微分 方程 . 


例 2 2 个 由 电阻 R.B L # C 和 电源 EE 串联 组 成 的 电路 ,其 中 
RL 及 C 为 常数 ,E = Esin ,这 里 瓦 ,及 ww 也 是 常数 (图 7-9). 

设 电路 中 的 电流 为 i(4) ,电容 器 极 板 上 的 电荷 量 为 g(:) ,两 极 板 间 的 电压 
为 u., 自 感 电动 势 为 Ei .由 电学 知道 


di 


E = -Li 
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根据 回路 电压 定律 ,得 


E-L с^ -0 
即 LC 1104 RC Mey ue = Ensin "A 
或 写成 
中 ис duc 2 = En ñ 
q +28 gr + оис = тзп ot. (3) к 
=R ,--1 这 就 是 | 
式 中 8= оо к RE Rh k E. 
Шен БЕК (Е =0), 则 方程 (3) 成 为 
шарна а 0 (4) 


аг” dt 
例 1 和 例 2 虽然 是 两 个 不 同 的 实际 问题 ,但 是 仔细 观察 一 下 所 得 出 的 方程 
(2) 和 (3) ,就 会 发 现 它们 可 以 归结 为 同一 个 形式 
EZ +P) + Q(z)y= f(r), ч) 
而 方程 (1) 和 方程 (4) 都 是 方程 (5) 的 特殊 情形 ;f(x)=0. 在 工程 技术 的 其 他 许多 
问题 中 ,也 会 过 到 上 述 类 型 的 微分 方程 . 
方程 (5) 叫 做 二 阶 线性 微分 方程 . 当 方程 右 端 f(x)=0 时 ,方程 叫做 齐 次 的 ， 
当 f(z)#0 时 ,方程 叫做 非 齐 次 的 ° | 
于 是 方程 (2) (3) 都 是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ;方程 (1) (4) 都 是 二 阶 齐 
次 线性 微分 方程 . | 
要 进一步 讨论 例 1 和 例 2 中 的 问题 ,就 需要 解 二 阶 线性 微分 方程 .为 此 ,下 
面 来 讨论 二 阶 线性 微分 方程 的 解 的 一 些 性 质 ,这些 性 质 可 以 推广 到 ” 阶 线性 方 
а | 


Ж” зайлуул” + +а,-,(а)у' + а,(х)у= f(z). 
二 、 线 性 微分 方程 的 解 的 结构 


先 讨 论 二 阶 齐 次 线性 方程 


у + Р(х)у + Q(r)y=0. - | (6) 
定理 1 如 果 函 数 у (2) 5 y,(x) 是 方程 (6) 的 两 个 解 , 那 么 
y= Cyi(x)+ С, у(х) £ (7) 


也 是 (6) 的 解 , 其 中 C, .C, 是 任意 常数 . 
2 


证 将 (7) 式 代入 (6) 式 左 端 ,得 
[Cy + Суз 1+ P(z)[C,y, + С,у; 1+ Q(z=)[C, y, + C, = 
= С, [у + Р(х) у! + О(х)у1+ C,[ y; + P(z)y; + Ә(х)у,]. 

由 于 y, 与 у 是 方程 (6) 的 解 ,上 式 右 端 方 括号 中 的 表达 式 都 恒 等 于 堆 ,因而 整 
个 式 子 恒 等 于 零 ,所 以 (7) 式 是 方程 (6) 的 解 . 

解 (7) 从 形式 上 来 看 含有 C, 与 C, 两 个 任意 常数 ,但 它 不 一 定 是 方程 (6) 的 
通 解 .例如 , 设 y,(z) 是 (6) 的 一 个 解 , 则 y,(xz)=2y,(z) 也 是 (6) 的 解 .这 时 (7) 
式 成 为 y= Clyit(z)+2C:yi(z), 可 以 把 它 改写 成 y= Су. (х), Ф C= C, + 
2C:. 这 显然 不 是 (6) 的 通 解 .那么 在 什么 情况 下 (7) 式 才 是 方程 (6) 的 通 解 呢 ? 
要 解决 这 个 问题 ,还 得 引入 一 个 新 的 概念 , 即 所 谓 函 数组 的 线性 相关 与 线性 无 
x. 

设 ylz) y(r) syn (D) ХЯЕВН I EAn Е, RFE ”个 
Же, А, , "0-6, ,使 得 当 ET 时 有 恒等式 

kiyi t kaya t + k,y,=0 

成 立 ,那么 称 这 ”个 函数 在 区 间 工 上 线性 相关 ;否则 称 线性 无 关 ， 

例如 , 范 数 1,cos zsin x 在 整个 数 轴 上 是 线性 相关 的 ， 因为 取 k=l, 
k, = k, = -1, 就 有 恒等式 

1-со8 х — sin” x =0. 
又 如 ,函数 1,z ,x” 在 任何 区 间 (a,6b) 内 是 线性 无 关 的 .因为 如 果 &, ,&,,&; Ж 
全 为 零 , 那 么 在 该 区 间 内 至 多 只 有 两 个 = 值 能 使 二 次 三 项 式 
Ë t b,z + руд? 

HE ;要 使 它 恒 等 于 零 ,必须 k ,k,,k; 全 为 零 . 

应 用 上 述 概念 可 知 ， 对 于 两 个 函数 的 情形 ， 它们 线性 相关 与 否 ,只 要 看 它 们 
的 比 是 否 为 常数 : 如 果 比 为 常数 ,那么 它们 就 线性 相关 ;否则 就 线性 无 关 . 

有 了 一 组 函数 线性 相关 或 线性 无 关 的 概念 后 ,我 们 有 如 下 关于 二 阶 齐 次 线 
性 微分 方程 (6) 的 通 解 结构 的 定理 . 

定理 2 ШЖ y(z) 与 y,(z) 是 方程 (6) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ,那么 

у= Ciyi(z)+ С,у,(х) (C.C: 是 任意 常数 ) 

就 是 方程 (6) 的 通 解 . 

例如 ,方程 y + y=0 是 二 阶 齐 次 线性 方程 (这 里 p(x )=0, Q(zx)=1). 容 易 


验证 ,y, = cos z Уу, =sin z 是 所 给 方程 的 两 个 解 , 且 光 = 85 = tan z 关 常数 ， 
即 它们 是 线性 无 关 的 . 因此 方程 y+ y=0 的 通 解 为 


y = O, cos х + Csin х. 
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„оа лл s ж 
P(z)= - 2,00) т) ВЕ у, = х,у, = e° 是 所 给 方程 的 两 个 


解 ， H = СҮН, 即 它们 是 线性 无 关 的 .因此 方程 的 通 解 为 


y=Cirt Ce. 
定理 2 不 难 推广 到 n 阶 齐 次 线性 方程 . 
推论 如果 ylar), y(r) y (r) E л 阶 齐 次 线性 方程 
y” +a (х) у" +6 +a, 1 (xz)y +а„(х)у=0 
的 ”个 线性 无 关 的 解 ,那么 ,此 方程 的 通 解 为 
у= С.у (х) + С, у(х) +: + C,y, (z), 

其 中 C, ,C;,…,C, 为 任意 常数 . 

下 面 讨 论 二 阶 非 齐 次 线性 方程 (5) ,我 们 把 方程 (6) 叫 做 与 非 齐 次 方程 (5) 对 
应 的 齐 次 方程 . 

在 第 四 节 中 我 们 已 经 看 到 ,一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 由 两 部 分 构成 : 
一 部 分 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ; 另 一 部 分 是 非 齐 次 方程 本 身 的 一 个 特 解 .实际 
上 ,不 仅 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 具 有 这 样 的 结构 ,而 且 二 阶 及 更 高 阶 的 
非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 也 具有 同样 的 结构 . 

ЖЮЗ Ry (xz) 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 


y +Р(х)у + О(х)у= f(x) (5) 
的 一 个 特 解 . Y(z) 是 与 (5) 对 应 的 齐 次 方程 (6) 的 通 解 ,那么 
人 (8) 


二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (5) 的 通 解 . 
证 把 (8) 式 代入 方程 (5) 的 左 端 ,得 
(Y'+y'”)+P(z)XXY +y" )+Q(=z)(Y+ y`) 
=[Ү+ Р(х) У +Q(=)Y]+[y ` +P(z)y` +Q(x)y` `], 

由 于 Y 是 方程 (6) 的 解 ,y 是 (5) 的 解 ,可 知 第 一 个 括号 内 的 表达 式 恒 等 于 零 ， 
第 二 个 恒 等 于 f(x). 这 样 ,y= Y+y“ 使 (5) 的 两 端 恒 等 . 即 (8) 式 是 方程 (5) 的 
解 . 

由 于 对 应 的 齐 次 方程 (6) 的 通 解 Y = C, y, + C, y, 中 含有 两 个 任意 常数 ,所 
以 y= Y+y 中 也 含有 两 个 任意 常数 ,从 而 它 就 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 (3$) 的 
通 解 . 

例如 ,方程 yw + y= x* 是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 .已 知 Y = Cicos х + 
Csin х 是 对 应 的 齐 次 方程 y + y=0 的 通 解 ; 又 容易 验证 y" = x° — 2 是 所 给 方 
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程 的 一 个 特 解 .因此 
у= Cicos z + C.,sin x + z —2 
是 所 给 方程 的 通 解 . 
非 齐 次 线性 微分 方程 (5) 的 特 解 有 时 可 用 下 述 定理 来 帮助 求 出 . 
定理 4 设 非 齐 次 线性 方程 (5) 的 右 端 f(x ) 是 两 个 函数 之 和 Вр 


у + Р(х)у + Ө(т)у= f,(=)+ f(x), (9) 
而 у (х) 5 y; (zx) 分 别 是 方程 
у +Р(х)у + О(х)у=/\(хт) 
5 y +P(z)y + Ө(х)у= f. (>) 


的 特 解 ,那么 Ce) + y; (xz) 就 是 原 方程 的 特 解 . 
证 将 y= yi ty 代入 方程 (9) 的 左 端 ,得 
(уг fy; ) + Р(х)(у, ty; ) + Ө(х)(у, + y; ) 
=[у + Р(х)у +Q(x)y ]+[y; + P(z)y; + Q(x)y; ] 
= р(х) + f(x). 
因此 уг +y; 是 方程 (9) 的 一 个 特 解 . 
这 一 定理 通常 称 为 线性 微分 方程 的 解 的 全 加 原理 . 
定理 3 和 定理 4 也 可 推广 到 н 阶 非 齐 次 线性 方程 ,这 里 不 再 效 述 . 


“ 三、 常数 变 易 法 


在 第 四 节 中 ,为 解 一 阶 非 齐 次 线性 方程 ,我 们 用 了 常数 变易 法 .这 方法 的 特 
点 是 :如果 Cy (zx) 是 齐 次 线性 方程 的 通 解 ,那么 ,可 以 利用 变换 y= ку (х) (这 
变换 是 把 齐 次 方程 的 通 解 中 的 任意 常数 C 换 成 未 知 男 数 w(x) 而 得 到 的 ) 去 解 
非 齐 次 线性 方程 .这 一 方法 也 适用 于 解 高 阶 线性 方程 .下 面 就 二 阶 线性 方程 来 作 
讨论 . 

如 果 已 知 齐 次 方程 (6) 的 通 解 为 

Y(x)= С, у(х) + Сьу (+), 
那么 ,可 以 用 如 下 的 常数 变易 法 去 求 非 齐 次 方程 (5) 的 通 解 : 


令 у= yv (+), +y,(+r)>;, (10) 
ЖЕТ ХЕ ЖЭЛ o (z) 及 (zz) 使 (10) 式 所 表示 的 图 数 满足 非 齐 次 方程 (5$) .为 
此 ,对 (10) 式 求 导 ,得 


У = у? + узо; + у, v + уз Va. 
H TB TP KO HIS v .只 需 使 (10) 式 所 表示 的 畏 数 满足 一 个 关系 式 (5) ,所 
以 可 规定 它们 再 满足 一 个 关系 式 . 从 y 的 上 述 表 示 式 可 看 出 ,为 了 使 у 的 表示 
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式 中 不 含 w оз, i 
Уг) f y, u, = 0, (11) 
从 而 у = ут + улт», 
再 求 导 ,得 
у= уто + уз 05 Журо ty o. 
把 y.y 、y 代 入 方程 (5) ,得 
Yvi tyv ty vr tyiv t PCy vi tyiv) t Aly v tyv): f, 
整理 得 
yivi + узъ, + (51 + Ру + у) + (у + Ру, +Qy)o= 厂 
注意 到 y, 及 у, 是 齐 次 方程 (6) 的 解 , 故 上 式 即 为 
уут, +уз оз = 7. (12) 
联 立 方程 (11) 与 (12) ,在 系数 行列 式 


M X ; , 
0-1, |= ууз — у y; 0 
Yı У: 
时 ,可 解 得 
_ _ y: f _ y 
МИЕ wW 


对 上 两 式 积分 (假定 FA(>) 连 续 ) ,得 
u = C, 十 Ї- xar, = C, Е . 
于 是 得 非 齐 次 方程 (5) 的 通 解 为 . 
у= Су + С, у -yi Е + »| УУ ас . 
йз 已 知 齐 次 方程 (x -1)y -xy + y=0 Ш Ү(х)= Сул + 
Ce , 求 非 齐 次 方程 (x -1)y -ry +y=(x-1) Ж. 
解 ” 把 所 给 方程 写成 标准 形式 


ГА ле с, 1 
一 — — + 一 - А = 一 
> zi>y 7 2-17-" 1. 


令 у= zv tev. FRE 
| + узо, = 0, 
уут, + узоз = f. 
хэл +e", = 0, 


有 ёс 557 

| +ешо„=т-—1, 
解 得 vi =l, v = хе". 
积分 ,得 


т=С,-х,о,=С,—(к+1)е ”. 
于 是 所 求 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
y=Cxz+Ce - (х +zr+1). 
如 果 只 知 齐 次 方程 (6) 的 一 个 不 恒 为 零 的 解 y, (x ), 那 么 ,利用 变换 у= 
uy (zz), 可 把 非 齐 次 方程 (5) 化 为 一 阶 线性 方程 . 
事实 上 ,把 
у= ун, у = уи Журц,у туун +2ууи +ууи 
代 人 方程 (5) ,得 
уун +2ууи ЖуунЖР(ууш Жууц) + Өуи= /, 
即 уун” +(2y + Ру) и + (ут + Py, + Qy, )u = f, 
由 于 yi + Ру, + Qy=0, 故 上 式 为 
yiu +(2y1 + Py, )u =f. 
& u = xz, 上 式 即 化 为 一 阶 线性 方程 
yiz + (2у + Ру) == f. (13) 
把 方程 (5) 化 为 方程 (13) 以 后 , 按 一 阶 线性 方程 的 解法 , 设 求 得 方程 (13) 的 
通 解 为 
є=С,7(х)+="(х), 
积分 得 и=С,+С,Ц(т)+и` (х) (ЖЧ U (x)=Z(r), u` (х)==`(х)), 
ERRA y, (z), 便 得 方程 (5) 的 通 解 
у= Су (х) + C, U(z)yi(z)+“ ”"(z)y (>). 
上 述 方 法 显然 也 适用 于 求 齐 次 方程 (6) 的 通 解 . 
例 4 BA y,(x)=e” БЭЛ -2y + у= 0 的 解 , 求 非 齐 次 方程 
У -2у +у=+е' 的 通 解 . 
解 Фу=е'и,Шу=е' (и +и),у =е (и +2u +u), К ЛАЗЕ 
程 ,得 
еби" +2u tu) -2e (и + и) жеи е", 
Вр еи” = 26 JU = 1. 
这 里 不 需 再 作 变 换 去 化 为 一 阶 线性 方程 ,只 要 直接 积分 , 便 得 
ú= C+lnizxzi, 
再 积分 得 2 =Ci+Cz+zinlzl — х, 
即 u=C,+C,z+=ln|+] (C, = C-1). 
5330, 


于 是 所 求 通 解 为 


у= Се + С, хе" + хе |х|. 


2) @ 7-6 
1. 下 列 函 数组 在 其 定义 区 间 内 哪些 是 线性 无 关 的 ? 
(1) х,ж°; (2) =,2x; 
(3) ег" ,3е', (4) е’ ',e'; 
(5) cos 2r,sin 2z; (6) е" ра” ; 
(7) sin 2 cos т sin z; (8) e cos 2z,ersin 22; 
(9) In z,zlin z; (10) е" ,e (ab). 


2. 验证 y, = cos wz 及 y = зіп wz 都 是 方程 y + wy=0 的 解 ,并 写 出 该 方程 的 通 解 . 


3. 验证 y, ше" É у, = Р 都 是 方程 у -4ху + (4x -2)y=0 的 解 ,并 写 出 该 方程 的 
通 解 . 

4. 验证 : 

(1) улс Се" + Cze” + е (С ‚С, 是 任意 常数 ) 是 方程 y —-3y +2y= e" 的 通 解 ; 


(2) y= Cicos Зх + С, зіп 3x + 32 (Az cos z +sin ж) (C, .C, 是 任意 常数 ) 是 方程 y+ 9y 


= .reos т 的 通 解 ; 
(3) y= Clix + Cx ln x (C, .Cs 是 任意 常数 ) 是 方程 ту - Злу +4y=0 的 通 解 ; 
2 
(4) у= Са» 2 F” х (C, C, 是 任意 常数 ) 是 方程 т у —3лу -5y= т/а х W 
通 解 ; 


(5) y=--(C,e'+C,e"') +S (C, .C, 是 任意 常数 ) 是 方程 ry + 2y - zy = er 的 通 


解 . 

(6) у= Сүе + Ce “+ Ccos х + Casin x- х? (C, . C, . С.С, 是 任意 常数 ) 是 方程 
y” -у=х? 的 通 解 . 

`5. Ву, (х) =е 是 齐 次 线性 方程 

(2z -1)y - (2.r+1)vy +2y=0 

的 一 个 解 , 求 此 方程 的 通 解 . 

“6, 已 知 y,(x)= z 是 齐 次 线性 方程 x*y - 20у + 2y = 0 的 一 个 解 , 求 非 齐 次 线性 方程 
22у -2ry +2y=2x’ 的 通 解 . 

`7. 已 知 齐 次 线性 方程 y + y=0 的 通 解 为 Y(x) = Cicos х + Csin x, 求 非 齐 次 线性 方 
Ж у + y= ес x 的 通 解 ， 

“8. 已 知 齐 次 线性 方程 zy -ary + y=0 的 通 解 为 Y(z)=Ciz+Czrnizrl, 求 非 齐 次 
线性 方程 ry -ry + у= х 的 通 解 . 
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第 七 节 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


先 讨论 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 ,再 把 二 阶 方程 的 解法 推广 到 
n 阶 方程 . 


在 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
у +Р(тх)у +Q(+r)y=0 (1) 
中 ,如果 y ,y 的 系数 P(z)、Q(z) 均 为 常数 , 即 (1) 式 成 为 
у + ру tqy=0, (2) 


其 中 pq 是 常数 , 则 称 (2) 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 .如 果 p、4 不 全 为 
常数 , 称 (1) 为 二 阶 变 系数 齐 次 线性 微分 方程 
由 上 节 讨论 可 知 ,要 找 微分 方程 (2) 的 通 解 ,可 以 先 求 出 它 的 两 个 解 уу ул 


алдад 即 А 与 Уз 线性 无 关 , 那 么 у= С\у, + С.у, 就 是 方程 (2) 的 通 


解 . 
当 r 为 常数 时 ,指数 函数 y = e" 和 它 的 各 阶 导数 都 只 相差 一 个 常数 因子 . 
由 于 指数 函数 有 这 个 特点 ,因此 我 们 用 y= e”" 来 尝试 ,看 能 否 选取 适当 的 常数 
r ,使 y=e" 满 足 方程 (2). 
将 >= e" R 59 ,得 到 
у = ге", y = ке" 
把 y.y fly 代 人 方程 (2) ,得 
(н + pr + q)e“ -0. 
由 于 e” 天 0, 所 以 
+ pr+d=0. (3) 
由 此 可 见 , 只 要 -满足 代数 方程 (3) ,图 数 y= e” 就 是 微分 方程 (2) 的 解 ,我 
们 把 代数 方程 (3) 叫 做 微分 方程 (2) 的 特征 方程 . 
特征 方程 (3) 是 一 个 二 次 代数 方程 ,其 中 王 、r 的 系数 及 常数 项 恰好 依次 是 
微分 方程 (2) 中 yy K y 的 系数 . 


O ча tib, 为 实 变数 时 ,导数 公式 长 e" = уст MIRY A ARAR 


(а +): — 


ы е“ (сох Dz + isin br) 


两 端 求 避 ,得 


d А ЕС : 1 
426 «ЖШ до (сох bx ti sin br) + e%( - sin Dr +ibcos br) 


=(a+ib)e%" (cos Dr tisin bas) = (а 4 10)в6 "99. 
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特征 方程 (3) 的 两 个 根 r, ‚г, 可 以 用 公式 
о НМ ek 
1,2 2 
求 出 .它们 有 三 种 不 同 的 情形 : 
(i) 当 р -4420 В, к, 是 两 个 不 相等 的 实 根 : 


у Ча. сеа ВЕЕ 
2 9 


a We 
(1) 4 р -4g=0 时 ,r|,r， 是 两 个 相等 的 实 根 : 


ri 三 六 三 


_ b. 
2 9 
(ii) 当 р - 44<0 В, ну, 4-ЭГ ЯЛ: 
ri=at+iB, r,=a-iB. 
_ _ P _ V 4q - р? 
其 中 а=-#, pE., 
相应 的 ,微分 方程 (2) 的 通 解 也 有 三 种 不 同 的 情形 .分 别 讨论 如 下 : 
(1) 特征 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 ;x Ær. 


由 上 面 的 讨论 知道 ,y, = е^“, у, = ex' 是 微分 方程 (2) 的 两 个 解 ,并 且 汪 = 


“ст =з "0" 不 是 常数 ,因此 微分 方程 (2) 的 通 解 为 
у= Cen’ + С,е?2". 
(ii) 特征 方程 有 两 个 相等 的 实 根 :r， =p; 
这 时 ,只 得 到 微分 方程 (2) 的 一 个 解 


y = en”. 

为 了 得 出 微分 方程 (2) 的 通 解 ,还 需求 出 另 一 个 解 y RE RAE W 
Ж. 

Т = u(x) у =е'и(х). FERR u(r). 

将 y; 求 导 ,得 

| уз=е" (u tru), 
ya =c (и”+2гүи triu), 
将 yya A ya RAMANE), 14 
еэ“ иг 2гүи +riu)+ р(и + ли) + ди] =0, 
AE ез", ДИ ии и 为 准 合 并 同类 项 ,得 
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и + (25, + р)и +(rl+ pri t q)u=0. 

由 于 r, 是 特征 方程 (3) 的 二 重 根 .因此 ri+ pr t q=0,B 2r, + p =0,+ 

是 得 
и”=0. 
因为 这 里 只 要 得 到 一 个 不 为 常数 的 解 , 所 以 不 妨 选 取 и = xz, 由 此 得 到 微分 方程 
(2) 的 另 一 个 解 
y, = хе". 
从 而 微分 方程 (2) 的 通 解 为 
у= Ce + С, хе", 

即 у= (С, + С, r)en". 

(1) МЕЕН 3 48 л, = a +18, к =а – iB (820). 

这 时 ,y i= etr ys = е^ 3* 是 微分 方程 (2) 的 两 个 解 ,但 它们 是 复 值 函 数 
形式 .为 了 得 出 实 值 函 数 形式 的 解 , 先 利用 欧 拉 公式 e” = cos 0+ i sin 0 把 yi 、y， 
改写 为 


yr =e" =e"e =e" a 
由 于 复 值 函数 y, 与 у, 之 间 成 共 轿 关系 ,因此 , 取 它 们 的 和 除 以 2 就 得 到 它们 的 
实 部 ; 取 它 们 的 差 除 以 2i 就 得 到 它们 的 虚 部 .由 于 方程 (2) 的 解 符合 琶 加 原理 ， 
ЖЭ ИЛ 
ӯ. = +y + уз) = e“ cos Ёх, 
тээ” 


жайло), В - 5904 a = cot fe 不 是 常数 ,所 以 微分 方程 (2) 的 
通 解 为 
y=e%(Cicos Вт + Csin Дт). 
综 上 所 述 , 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


y+py +gy=0 (2) 
的 通 解 的 步 又 如 下 : 
第 一 步 ” 写 出 微分 方程 (2) 的 特征 方程 
r + pr + q =0. (3) 


第 二 步 ” 求 出 特征 方程 (3) 的 两 个 根 rira. 
第 三 步 ” 根据 特征 方程 (3) 的 两 个 根 的 不 同情 形 ,按照 下 列表 格 写 出 微分 方 
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程 (2) 的 通 解 : 


特征 方程 л + pr + q=0 的 两 个 根 ri ,ra 
两 个 不 相等 的 实 根 ri ,ra 
两 个 相等 的 实 根 r, = r, 
НЯН уусах 


微分 方程 y + py +qy=0 ЮМ 
у= Cien + Сет" 
y= (C, + C,z=)e"i* 

у= e“ (С, cos дє + С, віп Вт) 


例 1 求 微 分 方程 yw -2y -3y=0 的 通 解 . 
解 ” 所 给 微分 方程 的 特征 方程 为 
г®-2к-3=0, 
其 根 r, = -1,r, =3 是 两 个 不 相等 的 实 根 , 因 此 所 求 通 解 为 
у= Сце" + С,е'". 


812 жээ 1241 + s=0 满足 初始 条 件 s|,.。=4.s'|,.。= -2 的 特 


Ж. 
f 所 给 方程 的 特征 方程 为 
1 +2р+1=0, 
其 根 r， =, = - 1 是 两 个 相等 的 实 根 ,因此 所 求 微分 方程 的 通 解 为 
s=(C,+C,t)e '. 
将 条 件 *|,-。=4 代 人 通 解 ,得 Ci,=4, 从 而 
s=(4+C,;t)e '. 
将 上 式 对 上 求 导 ,得 
s =(C,-4-C,t)e '. 
再 把 条 件 ;1,.。= -2 代 人 上 式 , 得 C:=2. 于 是 所 求 特 解 为 
s=(4+2t)e '. 
例 3 求 微 分 方程 y -2y +5y=0 的 通 解 . 
解 ” 所 给 方程 的 特征 方程 为 
г -2r+5=0, 
ЗЭВ r, =1+21Ж—Ж ЖЫ. ШЕРТ ЖОШ R A 
у= е" (Cicos 22 + С,зїп 2х). 


例 4 在 第 六 节 例 ! 中 , 设 物体 只 受 弹性 恢复 力 f 的 作用 , 且 在 初 瞬 1-0 
时 的 位 置 为 += т, ЖЕДЕ | = v。. 求 反映 物体 运动 规律 的 函数 > = 
х(4). 
解 ” 由 于 不 计 阻 力 尺 , 即 假设 - о 学 =0, 所 以 第 六 节 中 的 方程 (1) 成 为 
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dx ,py =0, (4) 
а; | 
方程 (4) 叫 做 无 阻尼 自由 振动 的 微分 方程 . 

反映 物体 运动 规律 的 注 数 x = x (i ) 是 满足 微分 方程 (4) 及 初始 条 件 


ах = 


zl -= хо, дү š Vo 
А t= 


的 特 解 . 
方程 (4) 的 特征 方程 为 r* + &* =0, 其 根 r= tik ERRER, MAR 
程 (4) 的 通 解 为 


лт = C cos kt+C,sin kt. 


应 用 初始 条 件 , 定 出 C, = ro, Ca = 95. БЕ, ОЕШУ 


Ua. | 
+= xocos kt + —sin kt. . (5) 


k 
为 了 便于 说 明 特 解 所 反映 的 振动 现象 ,我 们 令 


Vo 


х= Asin p, — = À cos 9 (0 о« 23), 


于 是 (5) 式 成 为 
x= Asin(kt + р), (6) 


v kx 
其 中 | As zo+ 三， tan бз 


函数 (6) 的 图 形 如 图 7- 10 所 示 ( 图 中 假定 ze >0,v>0)， 


图 7-10 


函数 (6) 所 反映 的 运动 就 是 简 计 振动 .这 个 振动 的 振幅 为 A , 初 相 为 p, 周 其 
IT- AARI k MFE 《〈 见 第 六 节 例 1) , 它 与 初始 条 件 无 关 , 而 
完全 由 振动 系统 (在 本 例 中 就 是 弹 筑 和 物体 所 组 成 的 系统 ) 本 身 所 确定 . 因此 , 


又 叫做 系统 的 固有 频率 .固有 频率 是 反映 振动 系统 特性 的 一 个 重要 参数 . 
15 在 第 六 节 例 1 中 , 设 物 体 受 弹 笑 的 恢复 力 f 和 阻力 R 的 作用 , 且 在 初 
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阴 :=0 时 的 位 置 z = xu, 初始 速度 下 | = v6, 求 反映 物体 运动 规律 的 函数 


х= Xx(t). 
н хилвэйВ Еэ ЛЖ 
| +21 94 -0 07) 
及 初始 条 件 zl = ль, | = 
的 特 解 . 


方程 (7) 的 特征 方程 为 кг +2nr +&*=0, 其 根 为 


ТИ 292040 Та ыг smida S ks, 


以 下 按 л<Ё#,п>Ё 及 n= 上 三 种 不 同情 形 分别 进 行 讨论 . 

(i) /М JE 8 JÉ: н<. ` 

特征 方程 的 根 r= - n tie (o= k-n ) 是 一 对 共 久 复 根 ,所 以 方程 (7) 
的 通 解 为 


х=е "(Cicos ot + Csin wt). 
应 用 初始 条 件 定 出 C = =, С, = EE ,因此 所 求 特 解 为 


Vo Tt nzo . 
хэв "| хосов wt + —— sin өг |. (8) 


如 例 4 中 所 作 的 那样 , 令 


| + 
хо = Asin g, ——— = Acos Ф (0<p<2r)， (9) 
那么 (8) 式 又 可 写成 
х= Ае "sin (wt + ф), (10) 


其 中 ， 


3 
3 3 2 (vo t пху)" туш 
e= V Ë" 一 天 Тл л аки =s tan ф = : 
w Vo 十 пх 


从 (10) 式 看 出 ,物体 的 运动 是 周期 T = 所 的 振动 .但 与 简 谐振 动 不 同 , 它 的 
振幅 Ae “随时 间 z 的 增 大 而 逐渐 减 小 -因此 ,物体 随时 间 + 的 增 大 而 趋 于 平衡 
位 置 . 

函数 (10) 的 图 形 如 图 7 一 11 所 示 ( 图 中 假定 х, =0, 0,20). 

(ü) 大 阻尼 情形 :n>>&. 

特征 方程 的 根 r=- ntn = ° уул — n — п 一 闷 是 两 个 不 相等 的 
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负 实 根 ,所 以 方程 (7) 的 通 解 为 
х = Ce" М а) + Da SN as : (11) 


其 中 任意 常数 C, .C, 可 以 由 初始 条 件 来 确定 . 

从 (11) 式 看 出 ,使 x+=0 的 1 值 最 多 只 有 一 个 , 即 物 体 最 多 越过 平衡 位 置 一 
次 ,因此 物体 已 不 再 有 振动 现象 .又 当 t1->+ % 时 ,xz 一 0. 因 此 ,物体 随时 间 ¿ 的 
增 大 而 趋 于 平衡 位 置 . 

函数 (11) 的 图 形 如 图 7- 12 所 示 ( 图 中 假定 zu>0,vo>0). 


图 7-11 图 7-12 


(11) 临界 阻尼 情形 ;n=&. 
特征 方程 的 根 r, = = - n 是 两 个 相等 的 实 根 ,所 以 方程 (7) 的 通 解 为 
r=e "(С + C,;t), 
其 中 任意 常数 C, 及 C, 可 由 初始 条 件 来 确定 :由 上 式 可 看 出 ,在 临界 阻尼 情形 
使 =0 的 上 值 也 最 多 只 有 一 个 ,因此 物体 也 不 再 有 振动 现象 .又 由 于 


5 КУР у 1 
lim te "= lim — = lim — = 0, 
1-9 + оо t= + ce г- 4 076 


从 而 可 以 看 出 , 当 г + c 时 ,zr 一 0. 因 此 ,在 临界 阻尼 情形 ,物体 也 随时 间 t 的 
增 大 而 趋 于 平衡 位 置 . 

上 面 讨论 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 所 用 的 方法 以 及 方程 的 通 解 的 形 
式 ,可 推广 到 ” 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 上 去 ,对 此 我 们 不 再 详细 讨论 ,只 简 
单 地 叙述 于 下 : 

n 阶 常 系数 章 次 线性 微分 方程 的 一 般 形式 是 ， 

y” + руу" + piy"? +++ руу + py=0, (12) 

其 中 pi, pasts р, тэ Р, 都 是 常数 . | 


有 时 我 们 用 记号 D (叫做 微分 算 子 ) 表 示 对 x ЖИЕ Ж L ein 
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Dy Ed EE: D*y ,并 把 方程 (12) 记 作 


(D" + рр" ++ р, D+ p,)y=0. (13) 
ju  L(D)=D"+p ID"! ++ + piD+ p, 
ШОНУ ТЕ Р 的 次 多 项 式 .于 是 方程 (13) 可 记 作 
L(D)y=0. 


如 同 讨论 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 那样 , 令 y= е". НР Ое" = ге", 
…,D"e”=r"e”, 故 上 L(D)e” =L(r)e" .因此 把 y=e”" 代 入 方程 (13) ,得 


L(r)e“=0. 
由 此 可 见 , 如 果 选 取 r 是 nn 次 代数 方程 
L(r)=0 BB "+ pir" + p," Ж + p. еър, = 0 (14) 


的 根 , 那 么 作出 的 函数 y=e" 就 是 方程 (13) 的 一 个 解 . 
方程 (14) 叫 做 方程 (13) 的 特征 方程 . 
根据 特征 方程 的 根 ,可 以 写 出 其 对 应 的 微分 方程 的 解 如 下 : 


特征 方程 的 根 
AKP r 


微分 方程 通 解 中 的 对 应 项 


给 出 一 项 :Ce” 


一 对 单 复 根 给 出 两 项 :e”" (Cicos Rc + С, зіп Вх) 

г = a + 8 š 

b 重 实 根 + 给 出 上 项 ;:e” (С, + С,х +++ Ст!) 

一 对 上 重复 根 给 出 2k 项 :e”[(Cl + Cie +++ Cx ')eos Br+ (D, + Рр, + + 


r. =а+ї18 D,z*"')sin fr] 


从 代数 学 知道 ,n 次 代数 方程 上 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ) .而 特征 方程 的 每 
一 个 根 都 对 应 着 通 解 中 的 一 项 , 且 每 项 各 含 一 个 任意 常数 .这 样 就 得 到 nn 阶 常 
系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 
у= Су + Cy +++ + C,y, - 
6806 ЖУ у -2y” +5y =0 ЖЖЖ. 
解 这 里 的 特征 方程 为 


г“ -20 + 5р? = 0), 


Вр (52 -2r+5)=0. 
它 的 根 是 r = r,=0 F ra =1+21. 
因此 所 给 微分 方程 的 通 解 为 


y= O, + С, х +e*(C;cos 2z + Csin 2z). 
例 7 RIR E+ В8йзо-0ЮКО Ї ЖЭ 86>0. 
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解 这 里 的 特征 方程 为 
六 十 В = (0). 


站 二 2128 十 看 一 27282 = (r: + P): e 
(к 28 + P +Y2Br + 82), 

所 以 特征 方程 可 以 写 为 

(r° 28r+ 8) +287 + в) =0. 


ГИ 


它 的 根 为 ra . +1), а= -EOE ,因此 所 给 方程 的 通 解 为 
штей (Cicos Ра + Casin л | ней (Cicos ба + Casin г). 
2) 4 7-7 
І. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 ; 
(1) y +y -2y=0; (2) y -4y =0; 
(3) у + y=0; (4) у +6y + 13y=0; 
(5) 499-2097 +252=0; (6) y” 4y' +5y=0; 
(7) y?) ~ у=0; (8) y'?+2y + y=0; 
(9) y) -2y”+ y =0; (10) y?) +5y -36y=0. 


2. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 

(1) y -4y +3y=0,y|,.  =6,y |, = 10; 

(2) 4y +4y + y=0,y| ,0=2,y l,- = 0; 

(3) y -3y - 4у=0,у|,-0=0,у l= - 5; 

(4) y +4y +29y=0,yl -0 =0,y |. = 15; 

(5) у +25у=0,у| и =2,y | 4 = 5; 

(6) у-4у +13y=0,y| ,0 =0,y 1,053. 

3. 一 个 单位 质量 的 质点 在 数 轴 上 运动 ,开始 时 质点 在 原点 O ` 
处 且 速 度 为 we ,在 运动 过 程 中 , 它 受 到 一 个 力 的 作用 ,这 个 力 的 大 
小 与 质点 到 原点 的 距离 成 正比 (比例 系数 &, >0) 而 方向 与 初速 度 = 
一 致 .又 介质 的 阻力 与 速度 成 正比 (比例 系数 ka >0). 求 反映 这 质 


点 的 运动 规律 的 函数 . 
4. 在 图 7-13 所 示 的 电路 中 先 将 开关 SRE A ,达到 稳定 状 
态 后 再 将 开关 SRA B, 求 电压 wi.(1) 及 电流 i0). BA F = 7-13. 


20 V,C=0.5xX10 ° F,L=0.1 H, R = 2 000 Q. 
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5. 设 圆柱 形 浮 简 ,直径 为 0.5 m, 铅 直 放 在 水 中 , 当 稍 向 下 压 后 突然 放 开 ,浮筒 在 水 中 上 
下 振动 的 周期 为 2 s, 求 浮 简 的 质量 . 


第 八 节 ” 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 _ 


本 节 着 重 讨论 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 ,并 对 п 阶 方程 的 解 
法 作 必要 的 说 明 . 
二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形式 是 | 
y + ру + ду = f(z), (1) 
其 中 р.а 是 常数 . 
由 第 六 节 定 理 3 可 知 , 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 ,归结 为 求 
对 应 的 齐 次 方程 
y + py +gy=0 (2) 
的 通 解 和 非 齐 次 方程 (1) 本 身 的 一 个 特 解 .由 于 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 
通 解 的 求法 已 在 第 七 节 得 到 解决 ,所 以 这 里 只 需 讨 论 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 
微分 方程 的 一 个 特 解 y 的 方法 ， 
本 节 只 介绍 当 方 程 (1) 中 的 f(z) 取 两 种 常见 形式 时 求 y 的 方法 .这 种 方 
法 的 特点 是 不 用 积分 就 可 求 出 y' 来 , 它 叫做 待定 系数 法 .f(z ) 的 两 种 形式 是 ， 
(1) Ах) = Р„(х)е” ,其 中 4 是 常数 ,P, (x) 是 的 一 个 次 多 项 式 ; 
Р(х) = ах" taz" 't'etan tans; 
(2) (х) =ее[Р, (х)соѕ өх + P, (х)ѕіп ax], EF А.о 是 常数 ,P, (х). 
Р, (х) + 的 1 次.n 次 多 项 式 , 且 有 一 个 可 为 零 . 
下 面 分 别 介绍 f(x) 为 上 述 两 种 形式 时 >" 的 求法 . 


—. f(z=)=eEP, (zx) 型 


我 们 知道 ,方程 (1) 的 特 解 y ° 是 使 (1) 成 为 恒等式 的 函数 :怎样 的 函数 能 使 

(1) 成 为 恒等式 呢 ? 因为 (1) 式 右 端 f(z) 是 多 项 式 已 ,(z) 与 指数 函数 e" АЗЕ 
积 , 而 多 项 式 与 指数 函数 乘积 的 导数 仍然 是 多 项 式 与 指数 函数 的 乘积 ,因此 
们 推测 у= Q(z)e (其 中 Q(z) 是 某 个 多 项 式 ) 可 能 是 方程 (1) 的 特 解 . 
>y”、?”“ 及 >》”“ 代 人 方程 (1), 然 后 考虑 能 否 选 取 适 当 的 多 项 式 Q(x), 使 y* 
Q(z)e 满足 方程 (1) .为 此 ,将 

у= Q(x)e”, 

y =e |ХО(3) 5031, 

y” =e] [a Q(+z)+2AQ (z)+ Q”(>)] 


' ж 
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代 人 方程 (1) 并 消去 e” ,得 
Q“(z=)+(22+ p)Q (z=)+(2 + pA +4)О(х)= Р„(х). (3) 
(1) 如 果 4 不 是 (2) 式 的 特征 方程 一 +pr+g=0 的 根 , 即 人 +AA+9 天 0， 
由 于 P, (xz) 是 一 个 m 次 多 项 式 , 要 使 (3) 的 两 端 恒 等 ,那么 可 令 Q(z) 为 另 一 
个 т 次 多 项 式 О, (z): 
,i 
代入 (3) 式 ,比较 等 式 两 端 x AKERRA, MRE bobis sbn 作为 未 知 数 
У m + 1 个 方程 的 联 立 方程 组 .从 而 可 以 定 出 这 些 5,(i=0,1,… ,wm), 并 得 到 所 
求 的 特 解 y" = Q, (zh)e” . 
(1) 31551 是 特征 方程 一 + pr + q 011818, ВА + pA+g=0, 但 24+p 
天 0 ,要 使 (3) 的 两 端 恒 等 ,那么 Q'(z) 必 须 是 m 次 多 项 式 .此 时 可 令 
Q(xr)= zrQ, (x), 
并 且 可 用 同样 的 方法 来 确定 Q, (xz) 的 系数 5b，(i=0,1,2,… ,zm). 
(iii) 如 果 À 是 特征 方程 r* + pr + q =0 ВЕ, ВА + pA+g=0, 有 是 24+ 
p=0, 要 使 (3) 的 两 端 恒 等 , 那 么 О”(х) Ж т 次 多 项 式 .此 时 可 令 
Q(r)= t Q, (z), 
并 用 同样 的 方法 来 确定 Q, (xz) 中 的 系数 ， 
综 上 所 述 ,我 们 有 如 下 结论 ; 
ШЖ f(z)= P,(z)e”, 则 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 (1) 具 有 形 如 
у= 2%, (х)е" (4) 
的 特 解 ,其 中 Q,(z) 是 与 已 ,(z) 同 次 (mm 次 ) 的 多 项 式 ,而 & 按 1 不 是 特征 方程 
的 根 .是 特征 方程 的 单 根 或 是 特征 方程 的 重 根 依次 取 为 0.1 或 2. 
上 述 结论 可 推广 到 л 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,但 要 注意 (4) 式 中 的 
是 特征 方程 含 根 A 的 重复 次 数 ( 即 若 4 不 是 特征 方程 的 根 , 则 & RA 0; АЖ 
特征 方程 的 * R.M 5 RAs). 
. 例 1 求 微分 方程 yw -2y -3y=3z+l 的 一 个 特 解 . 
解 ” 这 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 , 且 函 数 f(z) 是 P, (x)e” 型 (其 
Ф Р(х)=3х+1,А=0). 
与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y -2y -3y=0, 


它 的 特征 方程 为 
г-2:-3-0. 
由 于 这 里 A =0 不 是 特征 方程 的 根 ,所 以 应 设 特 解 为 
у= фт + р. 
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把 它 代入 所 给 方程 ,得 | 
-36,х-25,-36,-341, 
比较 两 端 zx [КЖЕ ЖЖ. 14 Е 


o =3, 
-25,-36,-1. 
由 此 求 得 b = - 1,b = 也 .于 是 求 得 一 个 特 解 为 


y = - r+. 


例 2 求 微分 方程 外 -5y +6y= хе Ё. 
解 ” 所 给 方程 也 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,上 且 /(х)&# PoC)” 
型 (其 中 P. (x)= xz,X=2). | 
与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y -5y +бу=0, 
它 的 特征 方程 
| г? -5r+6=0 | 
有 两 个 实 根 r =2,r,=3., 于 是 与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y = Ce + Се”. 
由 于 А =2 是 特征 方程 的 单 根 ,所 以 应 设 у? 为 
у= х(бох + Б, )е". 
把 它 代 人 所 给 方程 ,得 | 
-25ух +2b -b= z. 
比较 等 式 两 端 同 次 寡 的 系数 ,得 
-28,-1, 
| Y: - b, =0. 
解 得 bu = - b = -1. 因 此 求 得 一 个 特 解 为 
| угза| тэ 1. 
从 而 所 求 的 通 解 为 


y = С, ес + C, e*” р Ha? + 2x)e* . 


Z, f(=)=e* ЇР, (х)сов өх + P,(x)sin ох] 
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cos 0= (e° +e" ),sin 0= 5. (соз 0-і sin 0), 


把 F(z) 表 成 复 变 指数 函数 的 形式 ,有 


/(х)= е“ [ Р,соз ох + Psin ax] 


Ет ее" iur 一 e ~ itar 
5 |Р 2 k 2i | 
P, Р, (А+ іс) г : >J (4-і) = 
= | — + 一 一 ++ | = 
(5 "7 “| Z z) 
= Р(х)еб t" + P(x) i 
PP Pia 
其 中 Р(х) = + 55 > = 5 > 
20 a Р, Р, P... 
FO si 


EH ЗЕН) m 次 多 项 式 ( 即 wi Ду RA E R), П m = 
maxi l, n}. 

应 用 上 一 目的 结果 ,对 于 /(х358 38-24 Par) t ,可 求 出 一 个 m 次 
多 项 式 Q, (r), WE yi = Qp eet M 为 方程 

y + ру + ау= P(x) 
ВРЕ, Е k Ж) + iw 不 是 特征 方程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 
由 于 F(z) 的 第 二 项 Plr) ”与 第 一 项 P(z)…e “36 ,БТЫ 5 уг 成 
ЗЕН ВА y; = О„е “必然 是 方程 
y + ру +qy=P(x)e* iz 
的 特 解 , 这 里 О, 表示 与 О„ 18,355  т 次 多 项 式 . 于 是 ,根据 第 六 节 定理 4, 方 
程 (1) 具 有 形 如 
у“ == zeQ， etis) + Q, eiar 

的 特 解 .上 和 式 可 写 为 

y’ = re [Q， е^ + О,е "| 

= хе [ Q, (cos ох + i sin от) + Q, (cos wr – і sin wx)], 
BFAS ARRIER Sa 09 , B JD И) 3 ë 98 УГ 811175 RE BAER 
y" =a" e [RP (x)cos oz + R 2) (x)sin oz]. 

综 上 所 述 RTA ATF: 

如 果 Р(х) =е[Р, (2 )соѕ oz + P, (z)sin wzr], 则 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 
微分 方程 (1) 的 特 解 可 设 为 

у" = хе“ [RP (zr)cos өх + RO(z)sin ох], (5) 
其 中 RO (r) РО (z): m 次 多 项 式 , т = maxi, n}, | 831 3410 (或 
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4 一 iw) 不 是 特征 方程 的 根 .或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 
上 述 结 论 可 推广 到 mn 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,但 要 注意 (5) 式 中 的 & 
是 特征 方程 中 舍 根 和 +iw (或 -io) 的 重复 次 数 . 
例 3 求 微分 方程 y + y= zcos 2z 的 一 个 特 解 . 
解 所 给 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 , 且 f (x) 属于 e* (Р, (х) 
cos wx + Р, (+ )sin wz ] 型 (其 中 和 =0,o=2,P(z)=z,P(z)=0). 
与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y +y=0, 
它 的 特征 方程 为 | 
r +1=0. 
由 于 这 里 1 + iw = 2i 不 是 特征 方程 的 根 , 所 以 应 设 特 解 为 
y = (ах + ф)соз 2х + (ст + 4)зып 22. 
把 它 代 入 所 给 方程 ,得 
(—3az – ЗЬ + 4с)соѕ 2х — (3сх +3d + 4а)ѕіп 2x = rcos 2z. 


比较 两 端 同类 项 的 系数 ,得 


- За= 1, 
-36+4с=0, 
-3с=0, 
-3d – 4а = 0, 
由 此 解 得 а= -1,6=0,с=0,2= 5. 
于 是 求 得 一 个 特 解 为 
y = - асов 2х + $sin 2r. 


а ЖУУ y —у=е' cos 27 的 一 个 特 解 . 

解 这 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 , 且 F(z) 属 er[P(z)cos oz + 
Р,(х)яп oz] 型 (这 里 41=l,w=2,P(z)=1,P(z)=0). 

特征 方程 为 一 -1=0, 由 于 +z=1+2i 不 是 特征 方程 的 根 ,所 以 应 设 特 
解 为 

у' =e" (a соѕ 20 + b зіп 2>). 
求 导 得 y“ =erl(ae+20)cos2z+(-2a+b)sin27]， 
y'”=e*[( —3a +4b)cos2z=+( —4a —3b)sin 2хт].. 
代入 所 给 方程 ,得 
4e’[(—~at+b)cos2r— (а + Б)ѕіп 25] = е'соѕ 2х, 
比较 两 端 同类 项 的 系数 ,有 
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因此 所 给 方程 的 一 个 特 解 为 
у“ = =e (sin 2 — cos 2х). 


例 5 在 第 六 节 例 1 中 , 设 物体 受 弹 性 恢复 力 f ШЕТЕЛ F 的 作用 . 试 
求 物体 的 运动 规律 . 
解 ” 这 里 需要 求 出 无 阻尼 强迫 振动 方程 


| Ээж = Asin рі (6) 
的 通 解 . 
对 应 的 齐 次 微分 方程 ( 即 无 阻尼 自由 振动 方程 ) 为 
d р2.0, (7) 
dt 


它 的 特征 方程 一 + 如 =0 的 根 为 >= 土 达 . 故 方程 (7) 的 通 解 为 
| X = C,cos kt + C,sin kt. 

令 Cı = Asin g@, C. = Acos р, 

则 方程 (7) 的 通 解 又 可 写成 
| X= Asin(kt + ф), 

其 中 ,A ,9 为 任意 常数 . 

方程 (6) 右 端的 函数 | 

Р) = hsin pt 

与 f(1)=e*[P,(t)cos wt + Р, (г) ѕіп «ЈК, 8 А = 0, о = р,Р, (ғ) = 0, 
P, (1) = h. WERI pz M p= k 两 种 情形 讨论 如 下 

(1) 如 果 p#k, I А tio = tip 不 是 特征 方程 的 根 , 故 设 


+` = а\соз bt + b sin pt. 


代 人 方程 (6) 求 得 
_ А 
а, =0, бут -p 
于 是 | Ф” = sin pi. 


从 而 当 pek 时 ,方程 (6) 的 通 解 为 
х=Х+хт` = Asin( ki + g) + 7-те pt.. 
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上 式 表 示 , 物 体 的 运动 由 两 部 分 组 成 ,这 两 部 分 都 是 简谱 振动 .上 式 第 一 项 
表示 自由 振动 ,第 二 项 所 表示 的 振动 叫做 强迫 所 支 .强迫 振动 是 干 护 力 引起 的 ， 
它 的 角 频 率 即 是 干扰 力 的 角 频 率 p; 当 干 抗力 的 角 频 率 р 与 振动 系统 的 固有 频 
жь 相差 很 小 时 , 它 的 振幅 | ir 人 57 | 可 以 很 大 ， 

(1) 如 果 p= k ША tio = tip 是 特征 方程 的 根 . 故 设 


x* 1(а,сов8 ht + blsin 81). 


代 人 方程 (6) 求 得 | 
a = -车 b =0 
于 是 xX = - соз kt. 


Am р= k Ht, З (6) й Л 


r=X+<=' = Азїп(# + p) — урсо kt. 


кб =й ,强迫 振动 的 振幅 六: 随时 间 的 增 大 而 无 限 增 大 .这 


就 发 生 所 谓 共 振 现象 .为 了 避免 共振 现象 ,应 使 干扰 力 的 角 频 率 户 不 要 靠近 振 
动 系统 的 加 有 频率 &. 反 之 ,如 果 要 利用 共振 现象 , 则 应 使 p =& 或 使 p 与 & 尽量 
靠近 . 

有 阻尼 的 强迫 振动 问题 可 作 类 似 的 讨论 ,这 里 从 略 了 . 


>J 题 7-8 
І. 求 下 列 各 微分 方程 的 通 解 : 
(1) 2y + у -y=2e"; (2) у +а?у=е”; 
(3) 2y +5y = 512 - 20-1; (4) y +3y +2у= 35е“; 
(5) у - 2у + 5у= е" ѕіп 2х; (6) y -6y +9у= (х + 1)е"; 
(7) у +5у +4у=3-21; (8) у + 4у= тсоѕ х; 
(9) у + у= е" + ооз л; | (10) y - у= sin’ x. 


2. 求 下列 各 微分 方程 满足 已 给 初始 条 件 的 特 解 ; 


(1) y'+y+sin2z=0,yl|,., = 1,y | = 1; 


(2) y -3y +2y=5,y|,- = 1,y |... =2; 

(3) y -10y +9y=e”",y|,., = Sny 1, = 32; 
7 7 

(4) y-y=4=<xe',yl|,-  =0,y ],- = 1; 


(5) у-4у =5,у|,.„=1,у 1..6 = 0. 
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3. 大 炮 以 仰角 a ,初速 度 o, 发 射 炮弹 , 若 不 计 空 气 阻力 , 求 弹道 曲线 . 

4. 在 RLC 含 源 串 联 电 路 中 ,电动 势 为 玉 的 电源 对 电容 器 C 充电 ,已 知 E = 20 V, 
C=0.2 pF,L=0.1 H,R=1 000 0, 试 求 合 上 开关 S 后 的 电流 :) АНЕ и (40. 

5. 一 链条 葵 挂 在 一 钉子 上 ,过 动 时 一 端 离开 钉子 8 m 另 一 端 离开 钉子 12 m, 分 别 在 以 下 
两 种 情况 下 求 链条 滑 下 来 所 需要 的 时 间 : 

(1) 车 不 计 钉 子 对 链条 所 产生 的 摩擦 力 ; 

(2) 若 麻 擦 力 的 大 小 等 于 1 m 长 的 链条 所 受 重力 的 大 小 . 

6. КЮЙ р(х), В 


ф(х) =е' + | О | cuiii 
R glr). 


“第 九 节 欧 拉 方程 


变 系 数 的 线性 微分 方程 ,一般 说 来 都 是 不 容易 求解 的 .但 是 有 些 特殊 的 变 系 
数 线性 微分 方程 , 则 可 以 通过 变量 代 换 化 为 常 系数 线性 微分 方程 ,因而 容易 求 
解 , 欧 拉 方程 就 是 其 中 的 一 种 . 


ЖШ | Чү 
ry + pat уе р„.улу"+ py= f(x) (1) 
的 方程 (其 中 pi, р, р, 为 常数 ) ,叫做 欧 拉 方程 . 
Е т=е 或 t=ln z, 


将 自 变量 х О, RTA 


Фу. 1 (13-89) 


dz? х (йг d 
Фу. 1 (Фу Фу 4у 
= 气 - 一 3 — + 2 — 
е а 
如 果 采 用 记号 D 表示 对 ! 求 导 的 运算 二 ,那么 上 述 计算 结果 可 以 写成 
зу =0у, 


2 гаас -在 | 
TY qf а ld dP 


=(D'-D)y=D(D- 1)y, 


D RERE r> WHARE. WREE r<0 内 求解 , 则 可 作 变 换 r= е 或 /=In( 一 7+) ,所 得 结 
果 与 x>0 内 的 结果 相 类 似 . 
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= (7 -3D +2D)y=D(D-1)(D-2)y, 
一 般 的 ,有 х^у = р(р- 1):--(0- +1) у. 
把 它 代 入 欧 拉 方 程 (1), 便 得 一 个 以 上 为 自 变 量 的 常 系数 线性 微分 方程 .在 求 出 
这 个 方程 的 解 后 ,把 上 换 成 ln zx, 即 得 原 方程 的 解 . 
例 求 欧 拉 方程 z! y7+ ху -4xy =3z 的 通 解 . 
解 ” 作 变换 zx=e' 或 上 =lnz, 原 方程 化 为 
D(D-1)(D-2)y+D(D-1)y -4Dy = Зе 


即 | D’ y — 2D’y ~- 3Dy = 3e”’, 
或 dy- е 3 2 =зе'' (2) 
方程 (2) 所 对 应 的 齐 次 方程 为 
Фу обу 3d 0, (3) 
dt dt” dt 
其 特征 方程 为 
г-2:-3г-0, 


它 有 三 个 根 : н. =0, бол 1,r; =3. 于 是 方程 (3) 的 通 解 为 
Ү = С, +C e“ + С,е' = С, ++ Cx’. 


根据 上 节 第 一 目 , 特 解 的 形式 为 
y = Бе = Бх”, 


代入 原 方程 , 求 得 6 = - 2.80 


于 是 ,所 给 欧 拉 方程 的 通 解 为 2 
ye T 2 
2 
"23 M 7-9 
求 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 : 


+ 2 
l. x’ y tay ~ y=0; | 人 


Ф 这 是 在 >>0 内 所 求 得 的 通 解 . 容易 验证 ,在 z<0 内 , 它 也 是 所 给 方程 的 通 解 . 
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3. ху" + 322 y- 21у +2y=0; 4. х? у —2ху +2у= 10 х -21 z; 
5. z’ y + ху —4y= x`; 6. 2? y — ху + 4y = zsin(in х); 


7. ry -3ху +4у= х + аа z; 8. Хул 2ху —2y= та r +3. 


“第 十 节 常 系数 线性 微分 方程 组 解法 举例 


前 面 讨论 的 是 由 一 个 微分 方程 求解 一 个 未 知 函 数 的 情形 .但 在 研究 某 些 实 
际 问题 时 ,还 会 遇 到 由 几 个 微分 方程 联 立 起 来 共同 确定 几 个 具有 同一 自 变量 的 
函数 的 情形 .这 些 联 立 的 微分 方程 称 为 微分 方程 组 . 

如 果 微 分 方程 组 中 的 每 一 个 微分 方程 都 是 常 系数 线性 微分 方程 ,那么 ,这 种 
微分 方程 组 就 叫做 常 系数 线性 微分 方程 组 . 

对 于 常 系数 线性 微分 方程 组 ,我们 可 以 用 下 述 方法 求 它 的 解 : 

第 一 步 ”从 方程 组 中 消去 一 些 未 知 函数 及 其 各 阶 导数 ,得 到 只 含有 一 个 未 
知 函 数 的 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 . 

第 二 步 ” 解 此 高 阶 微分 方程 , 求 出 满足 该 方程 的 未 知 函 数 . 

第 三 步 ” 把 已 求 得 的 函数 代入 原 方程 组 ,一 般 说 来 ,不 必 经 过 积分 就 可 求 出 
其 余 的 未 知 函 数 . 

例 1 解 微分 方程 组 


f Чу ^ЗУ 2, (1) 
—=2y z. (2) 


解 这 是 含有 两 个 未 知 函 数 y(z) .=(z) 的 由 两 个 一 阶 常 系数 线性 方程 组 
成 的 方程 组 . 
А ЖАБА у. 由 (2) 式 得 


у= (2+). (3) 
对 上 式 两 端 求 导 ,有 

ау 1/d z dx 

2-3) (4) 
把 (3) (4) 两 式 代 入 (1) 式 并 化 简 ,得 

d° = dz u 

122 Cd = 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 它 的 通 解 是 | 

z=(C tC r)e. (5) 
再 把 (5) 式 代入 (3) 式 ,得 
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y=+(2C, + C, +2С,х)е^. (6) 
将 (5),(6) 联 立 起 来 ,就 得 到 所 给 方程 组 的 通 解 . | 
如 果 我 们 要 得 到 方程 组 满足 初始 条 件 ` 


y|,-0=1, z|,-| = 0 
的 特 解 ,只 需 将 此 条 件 代 人 (6) 和 (S) 式 ,得 
_ 1 
S 
0=С,. 
由 此 求 得 C SO, бу=2. 
于 是 所 给 微分 方程 组 满足 上 述 初始 条 件 的 特 解 为 
ж 
之 一 27ze” . : 
在 讨论 常 系数 线性 微分 方程 (或 方程 组 ) 时 , 常 采用 第 七 节 中 引信 的 记号 DD 
表示 对 自 变量 x 求 导 的 运算 - 
#J2 解 微分 方程 组 | 


解 ” 用 记号 D 表示 -全 , 则 方程 组 可 记 作 


Jo -1)z+Dy=e'， (7) 
Dz + (D + 1) у=0. (8) 

我 们 可 以 类 似 于 解 代数 方程 组 那样 消去 一 个 未 知 数 ,例如 为 消去 zx ,可 作 如 
下 运算 : 


(7)-(8) xD:-z-Dy=e'， (9) 
(8)+ (9) xD:(-D +D +1) у= Ое’, 
Ер (-р +D +1) у=е'. (10) 


(10) 式 为 四 阶 非 齐 次 线性 方程 ,其 特征 方程 为 
-r'+r°+1=0, 


解 得 特征 根 为 


r. a = Жа= + 


容易 求 得 一 个 特 解 y” =e' ,于 是 得 (10) 的 通 解 为 
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у= Се “+ С,е“ + С,соѕ ft + Csin te. (11) 
再 求 x .由 (9) 式 , 即 有 
+=-—D'y-e, 
以 (11) 式 代 人 上 式 , 即 得 | 
r=a Се“ – aCe" — 8° С,зїп ft + p Cicos В – 2е'. (12) 
将 (11) 和 (12) 两 个 函数 联 立 ,就 是 所 求 方 程 组 的 通 解 . 
这 里 要 注意 ,在 求 得 一 个 未 知 孙 数 以 后 ,再 求 男 一 个 未 知 函 数 时 ,一 般 不 再 
积分 (积分 就 会 出 现 新 的 任意 常数 ,从 (11)、(12) 两 式 可 知 两 式 中 的 任意 常数 之 


间 有 着 确定 的 关系 ). 
我 们 也 可 用 行列 式 解 上 述 方程 组 .由 (7) 和 (8), 有 
D'-1 D Е D -1 е 
| D 141 -| p ol 
- Bp (D -D -1)y= -e'. 
.这 与 (10) 式 是 一 样 的 .但 再 求 x 时 ,不 宜 再 次 应 用 行列 式 .如 再 应 用 行列 式 ,得 
ши р | |е D 
D p+” 10 1411 
即 (0# -07 - 1) х=2е', 
解 得 


х= Ауе" + A;e“ + Acos ft + Asin Bt —2e', 
则 必须 说 明 A, A A, A, 5 С,.С..С,.С, 之 间 的 关系 . 
注意 这 里 的 “系数 行列 式 ” 
Ё -1 D 
р D+I 
是 D 的 四 次 多 项 式 , 这 就 标志 着 微分 方程 组 是 四 阶 的 , 它 的 通 解 中 一 定 恰 含 四 
个 任意 常数 . 


э Ры 8 ын! 
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1. 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 ; 
2 
dy_ бас 
a (2) 4 
dz Фу 
de dr 
Яо = -上 +y+3 于 +5r+y=e 
(3) ied (4) j 
T ogtts roia 


IE tart yr, 3 +4у=2ып г, 

(5) : (6) š: | 
таа ; 2 +2х r+ y = cos t. 

2. 求 下 列 微分 方程 组 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 

Ф х а 
FE=y, zl, =0, 92 +29 7-50, rl, =1, 

(1) : (2) гн 
“айн »! = 1; T ty= 0, yl -a =0; 

(3) ч (4) j 
PR A 
dE $ 2e- $X = 10ооз/.. tliz =2, 

(5) P 
t y ЭС -2! =n. 
qr tar t ааг , yl, a = 0; 
dr _ dy Pe | _ 48 

ан х, t3y=e 1. xl, до, 
ах dy Л _ 95 
Teti +у= Ха, Yli = бу. 

总 习题 七 

І. 填空 : 


(1) ту +2л' у ”+riy=w*+1 是 和 阶 微 分 方程 ; 
(2) 一 阶 线 性 微分 方程 у + Р(х) у= О(г) А 


(3) 与 积分 方程 y= Ї, (zy)dr 等 价 的 微分 方程 初 值 问题 是 
(4) BA y= l y= хуу 2 是 某 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 三 个 解 , 则 该 方程 的 通 解 


2. 求 以 下 列 各 式 所 表示 的 晴 数 为 通 解 的 微分 方程 ， 
(1) (+ С) +y =1( 其 中 CC 为 任意 常数 ); 
(2) у= Ce' + Cre (其 中 C, .C, 为 任意 常数 ). 
3. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 ; 


(1) pa oa "у; (2) zy In z+ у= ак(1а 241): 
` dy мА Ч mm АА `= . 

(3) z =: (4) те t zy у = 0; 

(5) у+у?+1=0; (6) »г-у?-1-0: 

(7) y +2y + 5у= sin 2.r; (8) угж у -2y = а(е +4); 

" (9) (у - 322 )dy + худх = 0; (10) у tray itty. 
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4. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 ; 
` (1) y'dze +2(22 — xy’ )dy=0,r=1 f} y=1; 
(2) жанжин -1; 


(3) 2y -sin 2y=0,z=0 时 y= 


y 
=|: 
16. 


由 


(4) y'+2y + у= cos хх = 0 4 рК 


5. 已 知 某 曲线 经 过 点 (1,1) , 它 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 等 于 切 点 的 横 坐 标 , 求 它 的 方程 . 

6. 已 知 某 车 间 的 体积 为 30x30x6 m' ,其 中 的 空气 含 0,12% 的 CO, (以 体积 计算 ). 现 以 
A CO, 0.04% 的 新 鲜 空气 输入 , 问 每 分 钟 应 输 人 多 少 , 才 能 在 30 min 后 使 车 间 空 气 中 СО, 的 
含量 不 超过 0.06%? (假定 输 和 人 的 新 鲜 空 气 与 原 有 空气 很 快 混合 均匀 后 ,以 相同 的 流 重 排 
H.) 

7. 设 可 导 消 数 plr) ME 


g(x)eos a Ф(1)яп (445241, 
о 


Ж ф(х). 

8. 设 光滑 曲线 y= p(z) 过 原点 , 且 当 上 >0 时 9p(z)>0. 对 应 于 [0,z] 一 段 曲线 的 弧 长 
3 e -1,Ж ф(х). 

9. 设 w%(z).y(z) 是 二 阶 齐 次 线性 方程 YY+ р(х) у + (х) у= ОЮМ, 2 


АД (x) y(x) 


W(x)= =y (х)у (т) - yi(r)y(r), 


у(х) у;(х) 
证 明 ;(1) М(х) НЕРУЕ + р(х) № = 0; 


һо) 


(2) Wha) = W(zo)e 19 
"10. 求 下 列 欧 拉 方程 的 通 解 ; 

(1) ху +3ху + у=0; 

(2) тїу'—4ху +бу=х. 

11. 求 下 列 常 系数 线性 微分 方程 组 的 通 解 : 


dz dy = r dr dz 

си d dy | d. Ф d 
т t 
34р 2454 7 t3y= t; ыг беш e. 
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附录 二 阶 和 三 阶 行列 式 简介 


给 出 二 元 线性 方程 组 
аах, +аь»ї»› бү, 
o ы) 
求 这 方程 组 的 解 . 
用 大 家 熟知 的 消 元 法 ,分别 消去 方程 组 (1) 中 的 >, 及 xz, ,得 
(апа»—аһа»х)ху = буа» apb: | 
| = 
下 面 引 人 二 阶 行列 式 , 然 后 利用 二 阶 行列 式 来 进一步 讨论 上 述 问题 . 
设 已 知 四 个 数 排 成 正方 形 表 
ац 41 
аз a ' 
则 数 аца» - aa2a 称 为 对 应 于 这 个 表 的 二 阶 行列 式 ,用 记号 
LI ауу 
(3) 
аз 42 
表示 ,因此 
ац а, 
一 442 anqas: 
аз 42 


数 cu ,at2,az ;4s 叫做 行列 式 (3) 的 元 素 , 模 排 叫做 行 , 竖 排 叫做 列 .元 素 
uj 中 的 第 一 个 指标 i 和 第 二 个 指标 j ,依次 表示 行 数 和 列 数 .例如 ,元 素 аз 在 行 
列 式 (3) 中 位 于 第 二 行 和 第 一 列 . 

现在 ,方程 组 (2) 可 利用 行列 式 来 表示 . 设 


a a 
D= j- 5 = ayda, а, аэ › 
аз 42 
b a 
D=| ' “|=bax-asb 
b, an 
ац б, 
D, = = абу - буаз» 
а b, 
则 方程 组 (2) 可 写成 
Dx, = р,, (2°) 
Dzr, = D, 


° 23557 =s 


我 们 注意 到 ,了 就 是 方程 组 (1) 中 x, K +, 的 系数 构成 的 行列 式 , 因 此 称 为 
系数 行列 式 ,而 D, 和 D, 分 别 是 用 方程 组 (1) 右 端的 常数 项 代替 的 第 一 列 和 
第 二 列 而 形成 的 . 

车 D 关 0 , 则 方程 组 (2) 的 解 为 

D, р, 
=, Tp: (4) 

把 (4) 中 r, 及 <, 的 值 代入 方程 组 (1), 便 可 证 实 +, 及 x, 的 这 对 值 也 是 方 
程 组 (1) 的 解 . 另 一 方面 ,(2) 是 由 (1) 导 出 的 ,因此 (1) 的 解 一 定 是 (2) 的 解 .现在 
(2) 只 有 一 组 解 (4) ,所 以 (4) 是 方程 组 (1) 的 唯一 解 .由 此 得 出 结论 : 

， 在 0550 的 条 件 下 ,方程 组 (1) 有 唯一 的 解 


р" toT 
#11 解 方程 组 | 
21 +Зу= 8, ` 

+—2y= -3. 


2 3 
йй о-1 З |=2х(-®-зх=-т, 


8 3 
ше, 3 | вхс-2)-3х(-3)--7, 
зз 
D, = -2Х(-3)-8Х1--14, 
1 -3 | 
A D = -7 天 0, 故 所 给 方程 组 有 唯一 解 
D. = 19 
шы ж s s 
下 面 介绍 三 阶 行列 式 概念 ， 
设 已 知 九 个 数 排 成 正方 形 表 
ап а, Ч 
ам 4» аз 


则 数 ацазаз T аџразаз taana 7 Чи 4э4и dadas, дэ T ац Чэ a a ËR 28 
对 应 于 这 个 表 的 三 阶 行列 式 , 用 记号 


ар 4р а} 


ау Ga аз 
表示 ,因此 
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ац di Cai 
азу| = ацазаз tapanda Т.дуудз йг (5) 
ау ауз ауу aaan  арӣазазз dlI14d23432. 


关于 三 阶 行列 式 的 元 素 , 行 、 列 等 概念 ,与 二 阶 行列 式 的 相应 概念 类 似 ,不 再 


重复 . 
(5) 式 右 端 相 当 复杂 ,我 们 可 以 借助 下 列 图 形 得 出 它 的 计算 法 则 (通常 称 为 


вх) рк 


对 角 线 法 则 ): 


行列 式 中 从 左上 角 到 右 下 角 的 直线 称 为 主 对 角 线 ,从 右上 角 到 左下 角 的 直 
线 称 为 次 对 角 线 . 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 以 及 位 于 主 对 角 线 的 平行 线 上 的 元 素 
与 对 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前 面 都 取 正 号 .次 对 角 线 上 元 素 的 乘积 以 及 位 于 次 对 角 
线 的 平行 线 上 的 元 素 与 对 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前面 都 取 负 号 ， 


2 1 2 
#2 |-4 3 1 
2 3 5 


=2xX3xX5+]1x1x2+2x(-4)X3- 

2x3x2-1x(-4)x5-2x1x3 
=30+2-24-12+20-6=10. 

利用 交换 律 及 结合 律 ,可 把 (5) 式 改写 如 下 : 


а 4р а 
Qa Un а» = ац (а2ау 42:42) 7 ар (амаз ' азау) + 
ау ар аз аз (ааз т азау). 


把 上 式 右 端 三 个 括号 中 的 式 子 表示 为 二 阶 行列 式 , 则 有 


а ар ауу 
аз азу аз аз; ax а 
аз эз аз| ац ар tadi 
U33 ам аз ау а; 
ам Uz а} 


上 式 称 为 三 阶 行列 式 按 第 一 行 的 展开 式 ， 
例 3 将 例 2 中 的 行列 式 按 第 一 行 展开 并 计算 它 的 值 . 
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e da 3 1 4 1 4 3 
й |-4 3 1 -2 -| +2 | 
3 5 2 5| |2 3 
2 3 5 
=2x12-(-22)+2x(-18) 
=24+22-36=10. 
2) 题 
1. 利用 二 阶 行列 式 解 下 列 方程 组 : 
5 _ =2, = 3 +4 =2, 
40 БНА (ү ` 
3х+2у=9; 2х+3у=7. 
2. 利用 对 角 线 法 则 ,计算 下 列 各 行列 式 : 
2 0 ] 4 -2 4 
(1) -4 -1|; (2) |10 2 12|; 
-1 8 3 l 2 2 
3 4 2 1 1 1 
(3) |7 5 1|; (4) 11 I+a 1 
3 2 4 1 1 1+2 
3. 将 下 列 行列 式 按 第 一 行 展开 并 计算 它们 的 值 ; 
1 2 3 -1 2 2 
(1) (3 1 2|; (2) | 2 -1 2 
2 3 1 2 2 -1 
4. 证 明 下 列 等 式 : 
а an 44 
qa аң 40 dla ац 
(1) |an an an|= -an ta 423 
аз аз ам ём ау 
ам ам аљ 
а ар а 
ар 41 ар а ац 
(2) |an аз а» | = ам Täy + азу 
аз азу аз 42 а 
ам 432 ам 


[ 注 : 上 面 这 两 个 等 式 分 别称 为 三 阶 行列 式 按 第 二 行 和 按 第 三 行 的 展开 式 .] 


. (1) r=1,y=3; 


1 

2. (1) -4 
3. (1) 18; 
4. %. 


5338 


(2) 8; 
(2) 27. 


>< 


A 


案 


(2) r= -22,y=17. 


(3) -48; 


(4) ab. 


ИП NRAN 


(1) 三 次 抛物 线 (2) 半 立 方 抛 物 线 
y 
y 
О x 
О x 
Е, уа 
(3) 概率 曲线 (4) AER 
y 7 
“ТУ | 
-x2 y= pa 2 
JTE ; х +4а 
(5) БОР (6) ЕЛ 


у? (2а - л) = а^ 


22 3at 2.3! 
* ЖЭ” үө? 


. 359 > 


(7) 星 形 线 ( 内 摆 线 的 一 种 ) (8) 摆 线 


y 


х= a ( 0 — sin 0) 


2 2 2 
тї + y? = аў 


т = acos ө y=a(1 -cos 0) 
y = ausin ё 
(9) 心 形 线 ( 外 摆 线 的 一 种 ) (10) 阿 基 米 德 螺 线 


xz! + y'+ar=a Ма? + у? o= аб 
p= а(1- cos 0) 
(11) 对 数 螺 线 (12) 双 曲 螺 线 


2 p0=a 
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(13) 伯 努 利 双 纽 线 (14) 伯 努 利 双 纽 线 


(2 + уг) = 242 ху (лку?) са (12 – у?) 


р? = а? іп 20 о? = а? cos 20 
(15) 三 叶 玫 瑰 线 (16) ZKM 


p= acos 30 p= asin 30 


p=asin 20 
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ЮП R 分 R 


(一 ) 含有 ах + b 的 积分 


dr _1 Ё 
=s ZInjazr+ b| + C 
l 
2. | (az + b)"de =—— (az +b)“'! +C (нэ — 1) 
а(н +1) 
J — dr = 2. (аг +b- Баја + bl) +C 
ах t b 
4 | үй l [7 az + 6) —25(ат +6) + Шагж 118 
` J ar +b a l2 
ах 1 ах + b 
ац + 
: [Кет on + Ç 
dx 1 а ах + b 
| 二 
: 1 БООЛТ" 5 
т. |— 4 = 2. (шас +b] + А )+c 
: (ас + b) a 2 ах + б 


хо _ 1 2 | _ o 

в. зае = А (ах + 25\п|ах + b| =) C 
ах х 1 ах +ф 

4 Кет т\п + 


(二 ) EAV ах +5 的 积分 


10. | /ах r baz = у (ах + b)° + C 


11. | х Мах + бах = Z r(3az ~ 25) (ar +6) + C 


12. |= Мах + фах = 108-1 154547 – 12абх +86?) (ах + Ь)% + C 
! ар 


一 -一 qz = Ey 2b)Var+b+ C 


1. | 250 За 


м. | -= 
мах + b 


дт = slaa —4abzr +8b°)V ах + b + C 
a 
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Лас 9 РР 
15. |—— EE S B 
: = 
ҒА aretan f (b <0) 


16. | dz -_ VYartb а dz 
asti- be ОВ) аав 


17. | Ed ea 


мах + b 
18 | “х 2az=- vartb у dz 
Jor z 102211 


(=) 含有 zx + a° 的 积分 


АР С 
х ta а а 


20 [== z 2п-3 | 
“ЧЧ a Dala ta) (а= а? у 


21. |== дүн 
т a a] 


e 


+a 


+ C 
rta 


(四 ) 含有 ах + b (a >0) 的 积分 


1 a 5 
arctan, | —х + C (620) 
dr ^/ ab b 


ах? +b — сё 
1 
—— +C (5<0) 
24 -ab 2-2 
` _ 1 2 
23. | 4: =s јал +b| +C 
a _ +. 10 ах 
a asas a |a 
25. | ах = Ир. т? +С 
х(ах + b) 726 |a=" + Ь | 
26 [- dz шэг anaf odr 
` — br b ax” +b 
| ах +b| 1 
+ 
27. |у ху = ууна x° 252? 5 
28. х 1 ах 


— 93), “blar +b) 720 ax` +b 
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(五 ) @# az" + bz + c (a>0) 的 积分 


2ах + b 


2 
一 -一 ar <E +C (b «4ас) 
аз Jie p аас 
29 |с” 
ах + b+ + c l Е РУ RE р Дас ете, 
—————= == ас 
V : - 4ас 2ar+h+v -4ас 
ар b dx 
[1 ——————— |= =s O se 
3 | <a; Ja” lar + bæ + c| т 


(六 ) EAV x +a” (а>0) 5 


ах r — 
з1. |- arsh Z +C, s Inlat Vat +С 
Vr + a° Ч i 


32. + C 


dx х х 
| (>° + а? у? РА frit+a’ 
T 3 5 
——= dr =y zr +a +С 
|= =s 


ў 1 
34. |ті т С 
Па? + а? )? зу? 
5 Грете рн +a°)+C 
х +a 


33. 


36. | dr = - tr ttre)+C 
V(x Ба?) V 

ах 1 хо ta` -a 
ра 


з. | = тас 

39. | Va atas ат + аа /ta)+C 

40. | V(r ауа 2 (25 + баб) ta + ра nlet / + а?) + С 
41. Газа = y Са) + C 

42. | х! V Fa dr =E (2a ta у ra аба Рат) + С 
әз. | te ay S тн T t че Ге, 


[x| 
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44. | az = а рх Ха!) +C 


(七 ) 含有 VvV x* -a”(a>0) 的 积分 
45. 77 a 


м ( == 5 a Vi -а` 


= x - а +С 


47. 


тт“ 


2 有 + C 


ТРЕ sË 
( >° - а?) +? — a° 
49. із = jV a а? + ааа a| +С 


50. | d= - == *hlz+/ -аржС 


51. === = —arccos ттт + C 


s2. | tC 

53. аав а - Sainz + =l +С 

54. | (e= (2х°* -5а*)у/ а ta nlrt Vr a| +С 
55. [= Маа У ау + С 

56. | х* VT adr =r аз) а ln et Vaa С 
+C 


57. — а ах = / x — а? — aarccos l 5 | 
х 
58. | a = -AEE + ООО күлк ЕР. 
= 


(JN) 含有 v a` — z” (a >0) 的 积分 


= т 


-59. |--32- засаа = +c 
a a 
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ат 

62. | -=r + С 
М (a? — х)? Ма? — х? 

63. раа) Е акаш С 
Дэс? 2 2 а 


64. | ат — arcsin Z + C 
у (a° — z) Va = x` а 
65. = — НА ЖЕТУ, 


хма -zx |z] 


2 2 
а Tr 
-— + С 


dx _ 
Р ах 
67. É а? -zdr = 5-4 а — х? + 9 -агсвіп = + С 
68. | м (а? = х?) dr = эд (5а! -251)/ a? — x° + 2. ачагсвіп =+ C 


69. [Мат az = -4 (a-r) + C 


4 23 
70. | = Ма? -zdr = (237 _ а?) a` — x° + arcsin 24 С 


2 3 ы 2 _ 
n. | Edr=v ta +C 
х 
Va -rx , _ _ V a х? 


Ж. 
— arcsin т: + C 


(Л) 含有 v tar’ + br + с (a>0) 的 积分 


73. | — = = nlar + b+2/a Var t br с + C 
Мах" +bzr+c Уа 


14. | у a tha сасе ALt ах + bz + c + 


4a 


Дас — b° 5 
11202 + b +2/VaVaz`+bzr+c|+ C 
8 / a` | 


= т nha ras 
a 


75. | 一 一 一 一 dx 
мах tbrt+ec 
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b 7 
In|2az + 5+2./ау/ах* + bzr+c|+ C 
2 Р 3 
ах 2ах – Б 
76. | 天 一- 一 41 arcsin 222226. + C 
V c + bz — ах” /а Vb? + 4ас 
17. | у ctor- ar dr = I Set br = az? + 


b +4 sin 2ax— Б 
8 уа РУ 


1 b . 2ах-Ь 


x= —-—Vc+ bz — ах? + arcsin ————-+ 


78.|--Ё---4 
|== Ч ДЫ М? + 4ас 
(+) 含有 


79. | Z рб = (х – DNE -аЖж (/1х-а(-41х-61)4С 


80. JE 人 b) E СЕ +C 


dz У. . [х-а 
кайна р. tC (6459) 
82. | (za) z) = 2200 


= 2 = 
(9-8) arcsin] — +С (a <b) 


(十 一 ) 含有 三 角 函 数 的 积分 


+ C 


(х-а)(Ь-х) 


(х-а)(ф-х)+ 


83. | sin zdr = -cos z + С 

84. | cos хах = ѕіп x + C 

85. | mn хіх = -In|cos х|+ C 
86. 


cot xdz=lnlsin хі + C 


87. 


sec zdz = Іп 


4 2 


tan и z)|+c=mlse х +{ап |+ C 


tan — | + C =In|csc z —cot z | + C 


| 

9: | 

88. | csc хх =In 
| 


зес' тат = tan x + C 


89. 
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93. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


инээнэ Жылы em iya, 


| 
| 


Е 
[су 
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cos хах = 


sin тат = = 


| яп ахсоѕ хах = — 


| яп axsin brdz = 一 


ах 


a + bsin x 


ах 


а + фѕіп х 


Еи х 


а + = X 


2 2 


ese rdr = — cot z + C 


sec тїап rdr =sec + + C 


csc rcot хах = —csc + + C 


Трэш 2z=+ C 


+ ын 2=+ C 


2 4 
. 1. - 1 п”-1 200203 
яЯП:24255--50 xcos + + sin" “хат 
п 
1 £ : п-1 2 
соѕ" ах = зу eos" ! rsin z + ке: cos" хах 
ах _ 1 . cosx pnez dz 
= яа" 2 “ЭЭГ Бү 
sin” n—1 sin п- 1) sin” “x 
dr _ 1 sin + аа 2 dx 
— . = = 一 
cos п—1 cs" r mn-ÍIjJ cos" х 
ЭГЭЭ m — 1 “л 
со8 zsin лах = cos” тып <+ cos” “+sin"z dz 
т+п т+п 
ЖЭ 1 тэ! 。 n-li 
= 一 cos” xsin” 294 cos” xsin” “dx 
mtn ntn 


T (a +b)z -a gy (a — b)>z + C 


sin (a + p)z + sin (a — b)z + C 


1 1 
2(a +b 2(a—b 


1 : | 1 Т Ш 
| соз ахсо8 br dx = сарут (а+ Б) х + Ia узіп (а- Б) х +С 


4 
atan = + р 


+С (a? > b°) 
Ма? = b° 
®+ь-у b° — а? 


arctan —————— 


l atan 5 
: sln | —— F + C (а2< 6?) 
б-а atan > + b + / b° — a° 
-b 2 
= 2. + arctan(/ 4— б ап Ж] +С (a > b°) 
х atb ` 
tan — + - 
1 atb 2 b-a 2 2 
ТЕЙ p-a" pa atb +С (а SE) 
tan 一 一 
2 б-а 


107. | s = arctan | 2лап | + C 
s ab a 


ах 1 ptan х + а 
108. |= a= xl го. 
a cos х-Ө яах 2498 lbtan x-—a 

1. 1 

109. | zsin ахах = —sin ах 一 cos ах + C 
a 

2 1 2 2 Е ` 2 . 

110. | хїэпах4:5- ge cos ах + xsin az + —ycos ax + C 
а. а 


111. | хсов azdz= 15 ах + Ñ rsin ах + C 
a Я 
2 j 2 1 2. 2 2 . | 
112. | х`соѕ ахат = — зіп ах + zz cos az — тш ах C 
(+=) 含有 反 三 角 函 数 的 积分 (其 中 a >0) 
113. | arcsin 二 dz = хагсѕіп = +Va = а + C 


3 к 


114. | хагсѕіп 4х = (5 28 arcsin — + к a°- z +С 
a 2 4 a 4 
7 ° 2 3 3 3 2 
115. | х? агсѕіп Zdr = 柯 arcsin + L +2a ) V a-r + C 
116. | arccos 二 dz = тагссоз = -yx a-r’ + С 
ы кы де туа —хж° +С 
118. | агссо$ Zdr = Z arccos £ Z (л Ф2а4:)/а"-х140С 


119. | arctan 二 dz = хагсіап — — S. |n(a? + z2) + C 
a a 2 


120. | хагсїап 4х = diae + х2 )агсап > - Z. y + C 
a 2 a 2 


3 | 3 
121. | azarctan dx = Т-агссас 2 — r? + 2 (а +?) + C 
2 3 а оог | 
(+=) 含有 指数 函数 的 积分 
122. | wd р-а" +C 
na 


123. | e“ dr = Le +C 
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124. | те“ dr = (ш -1)ё"40 
а 


125. [eei ыг 1. e” n | = 1 ат dx 
a a 
126. | ra" dr = — a' Е ЛЕ. +C 
ln a (ln a) 
127. | т"а*адах = 1а" -一 J x=" аах 
Ina “та 
128. fe sin brdz = pe” (asin bz — bcos Бх) + С 
129. fe cos біг = re” (bsin bz + acos bz) + C 
130. | sin” brdr = 1-те" sin”! bx (asin bz — nbcos bz) + 
n(n—1)b’ ЖЕ 
—— | еіп" “brdr 
ап 
131. |ë cos” brd>x = == cos" ! bz (асоѕ бх + nbsin bz) + 
л(п-1)67 


— | ecos" ?brdz 
ад л 


(十 四 ) 含有 对 数 函 数 的 积分 
132. Í In тах =<xl]n >= —x+ C 


133. [= х|+ С 
zlnz 


134. | ха хах = 


п +] 


ншке 
п+1 


|+с 


135. | (In х)"ах= х(а z=)”— n | (In х)" ах 


m ” == 1 „н +1 "2 ” »”-1 
136. | > (In х)"ах = ү (In х) E (ln z)” dz 


(十 五 ) 含有 双 曲 函数 的 积 


137. | sh хаг ЕС 
138. fch РЕЧЬ 


139. | th zdz=lnchz+C 
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140. | s zdz = -到 + 二 sh 2z=+C 


141. | агхаг- ж + +sh 2х+С 


(十 六 ) 定 积分 


142 . f cos пхіх = | sin 724250 


143. | cos mzsin nz=dx = 0 


к 0, mn 
144. | cos тхсоѕ пхдх = 
-к т,л=п 
т 0, m= n 
145. | sin mzxsin 7 之 dz = 
-x х, т=п 
х х 0, mn 
146. | sin mzsin nrdr = | cos 712cos nedz = | 
0 0 n/2, т=п 
: 7 7 
147. І, = | ѕіп'"хах = | со8 хах 
0 0 
1, гэ шан liz 
n 
人 (п 为 大 于 工 的 正 奇数 ) I = 1 


3 


= 

з 
| 

N 


5 
п-1п-3 3 1 л _ x 
Ё а оо (n 为 正 偶数 ), 1, = > 


. 371 > 


习题 答案 与 提示 


第 — 8 


38 1-1(4 2179) 


1. 


АМВ-(-соо,3) (5, +оо), АЙВ=[- 10, – 5), 
А\В=(- о, – 10) 0 (5, +оо), А\(А\ В) =[- 10, – 5). 


2—3. 略 . | 
а. D|- -iteh | 0)(-ө,.-00(-1,/0001, ко) 
(33 [-1,0)U(0,1]; (4) (-2,2): 
(5) 10, +); (6) к\ (854) -1| 864) 
(7) [2,4]; (8) (-co,0)U(0,3]; 
(9) (-1, +оо); (10) (- %,0) (0, + о). 
5. Ж. 
т\_1 л _ 2 _ т _ 2 ууш 
б. e [#)=> e[4)=>.e[ 2) 2) =0. 
7—9. 8. 
10. (1) AR; (2) ВЕЗЕ х ЗЕ РАЖ; 
(3) fB RER; (4) TAR; 
(5) ВЕЗЕ ари Х ЕРА; (6) Œ AX. 
11. (1) 是 周期 函数 ,周期 :=2x; (2) 是 周期 函数 ,周期 (= 本; 
(3) 是 周期 函数 ,周期 /=2; (4) 不 是 周期 函数 ; 
(5) 是 周期 函数 ,周期 (л. 
12. (1) y=='-1; (2) у= 12: 
(3) у= 4+, (4) у= arcsin $; 
(5) y=e” '-2; (6) y= log, 12. 
13. Ж. 
14. (1) у= ѕіп х,у; == 
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15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


(2) y=sin 225, у 2 y=; 
(3) у=у1+ х, у =/2,y,=/5; 


(4) улс ,y = l,y =e; 

(5) y=e”,y =e ,y, =e 2, 

(1) [ -1,1]; (2) 1) [2nz,(2n + 1)z]; 
(3) [= a;l a]; 


(4) # ає [0.2]. р=[а,1- а]; 


Жа» M D= @. 


1,х<0, е,1х1<1, ` 
пасе рате алое 
-1,х2>0; e" |>] >1. 


= 50.2.6040, AE (0, /Sptan 40°). 


| 90, 0 委 z 委 100， 
(1) р5490-(х-100):0.01, 100<x<1 600, 
75, Z 之 1 600; 


30r,- 0<+=<100, 
(2) ee 100< z<1 600, ` 
15х, т>] 600. 


(3) Р=21 000 2С. 

(1) 90 Е-32.2С,-50-23 °F; 

(2) -40 Е--40С. 

在 1986 年 后 的 第 1 年 ,世界 人 口 为 p(t)=4936.'(1.018)“( 百 万 )， 
2010 年 对 应 t =24,p(24) 守 76( 亿 ). 


习题 1-2( 第 30 页 ) 


1. 


2 


(1) 收敛 ,0; (2) ЇС ,0: (3) #Ж,2; (4) 4 2,1: (5) 发 散 ; (6) 收 
жЖ,0; (7) 发 散 ; (8) 发 散 . 


томе) 


`3— 6. Е. 
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习题 1-3( 第 37 页 ) 


1. (1) 0; (2) -1; (3) 不 存在 ,因为 f(0')Z f(0 `). 

2. (1) 错 ; (2) 对 ; (3) 错 ; (4) 错 ; (5) 对 ; (6) 对 . 

3. (1) 对 ; (2) Xt; (3) XF; (4) 错 ; (5) Xt; (6) Xt; (7) 对 ; (8) 8. 
4. lim f(x)= Бх f(z)=1, limf(x)=1; 


0 


Лин шэг 2 lim ф(х)=1, lim9(z) 不 存在 . 


г-07 


5: Ç 略 . 

`7. S=0.000 2. 提 示 : 因 为 x 一 2, 所 以 不 妨 设 1<zx<3. 
"8. X>. 397. 

“9-7 12. K. 


习题 1-4( 第 42 页 ) 
1. 两 个 无 穷 小 的 商 不 一 定 是 无 穷 小 ,例如 :a =4x,B=2zx, 当 x 一 0 时 都 是 


无 穷 小 ,但 三 8 当 z 一 0 时 不 是 无 穷 小 . 
"2 BE. 
"35 0<|х1< >: 
4. (1) 2, ”提示 :应 用 本 节 定 理 1; 
(2) 1， ”提示 :应 用 本 节 定 理 1. 


5. 略 . 

6. y=xzcosz 在 (-co,+co) 上 无 界 ,但 当 z 一 co 时 ,此 函数 不 是 无 穷 大 . 
"7. Е&. 

8. KERER y= 0, 铝 直 渐 近 线 += -/2,х=/7. 


习题 1-.S( 第 49 页 ) 


1. (1) -9; (2)0; (3)0; (4) 1; (5) 22; (602; (7) 1, 


2% 
(8) 0; 09) 2; @0)2; (1D 2; (12) +; (13); (4) -1. 


2. (1) eo; (2) оо; (3) co 
3. (1) 0; (2) 0. 


4. (1) 错 ,例如 o, = 二 ,加 = -mnEN'i 


+1 
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"6. 


(2) 错 , 例 如 b, = E =(-1)"я,пЄМ'; 
п 


(3) 错 ,例如 а, =, =n,n€N'; 
(4) 对 ,因为 ,假若 lim (b,c, ) 存 在 , 则 lim c, = lim (b,c, ) lim BEH, 
与 已 知 条 件 矛 盾 . 


. (1) 对 ,因为 ,假若 im [f(z)+g(z)] 存 在 , 则 lim g(x)= lim[f(z) + 


g(z)]- lim F(z) 也 存在 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 


(2) 错 , 例 如 fF(z)=sgnz,g(z)= 一 sgn x 当 z 一 0 时 的 极限 都 不 存 
在 ,但 f(z)+g(z) 三 0 当 z 一 0 时 的 极限 存在 . 


(3) 错 , 例 如 f(x) =z ,limf(z) =0,g(x)= sin 二 ,limg(z) 不 存在 ,但 
lim[ f(z)-g(z)]=lim(=sin L)=0. | 
略 . 


习题 1-6( 第 56 页 ) 


1. 


2. 


(1) oi(2) 34(3) 2504) 1: (5) 2;(6) z. 


(1) 20) 603) © 1(4) e 


“3. 略 . 


. (1) 提示 :1<\/ 1+ 二 <1+ 二 ; 


2 
(2) ял УОЛ ҮҮ лг УУ S= 
(3) 提示 :z, = /2+ х, ,数列 |xz, | 单调 增加 且 有 界 ; 
(4) 提示 : 当 z>0 时 ,1<VI+z<L1+>z， 

当 -1<z<0 时 ,1+z<wVI+Y<1li 


(5) ЗЭР: >>0 时 ,1-z<z| l |<1. 


2 


习题 1-7( 第 59 页 ) 


r. 


34 z—0 Ht, r? -r Ek, 2z х? 高 阶 的 无 穷 小 . 


2. (1) 同 阶 ,不 等 价 ; (2) 等 价 无 穷 小 . 
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3. 略 . 


40025 
(2) 0 (m<n), l (m=n), © (m>n); 
1 
5. 略 . 


习题 1-8( 第 64 页 ) 
1. х= -1,0,1,2,3 均 为 f(x) 的 间断 点 , 除 z=0 外 它们 均 为 (xz) 的 可 去 
间断 点 .补充 定义 f( -1)=/(2) = f(3) =0, 修 改定 义 ， 使 /(1) = 2. 
2. (1) f(z) 在 [0,2] 上 连续 ; I 
(2) F(z) 在 (-c,-1) 与 (-1,+oco) 内 连续 ,z= 一 1 为 跳跃 间断 点 . 
3. (1) rz=1 为 可 去 间断 点 ,zx= 2 为 第 二 类 间断 点 ; 


(2) ==0 Ж з= Ат+ 万 为 可 去 间断 点 ‚х= Ёл (850) 98-25 Їл, 


(3) z=0 为 第 二 类 间 渐 点 ; 
(4) z=1 为 第 一 类 间断 点 . 


x; |<x|<1 

4. по) 0, lzl=1，xzr=1 和 xzr=-!1 为 第 一 类 间断 点 . 
-х. |х|>1. 

5. (1) Я,Я5|1/(х)\—[|/(а)1|<1/(х)- f(a)| ,由 此 可 推出 结论 ; 


монг 
о) ж.ш ус) | ТРЕ СИ 
“6 一 "7. Ж. | 


“8. Р(х) = со(тх) + сої 3. 


2183 1-90(3 69 页 ) 
1. 连续 区 间 :( - co, -3),(- 3,2)，(2， 二 oo) 
limf(z)=+, lim f(z)= 6, тух) = 
2. #. 
з. (1) 5; (2) 1; (3) 0; (4) +; (5) 2: (6) cos a; (7) 1. 


4. (1) 150) 0:3) VE;(4) 6: (5) ег; (6) + 
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5. 


6. 


(1) 错 , 例 如 ф(х)=з п х, (х) =е", ф[ (х) 1=1 在 R 上 处 处 连续 ; 
s £ +€ , | | 

(2) 错 , 例 如 ёс : o [e(z=)]=1# R ЕЁ; 
-1,5Є0ОГ, 

(3) 对 ,例如 ф(х) 1102), У(5)-12141,/Г с(2)1852 在 R 上 处 处 连 


续 ， 
(4) 对 ,因为 , 若 F(x)= gt R 上 连续 , 则 р(х) = F(z)F(z) 也 在 
R 上 连续 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 


а=1. 


习题 1- 10( 第 74 页 ) 


1—3. 略 . 
“4. 提示 :证 明 f(z) 在 [a,b] 上 连续 . 


5. 


提示 :过 t (z) tt (z) суф m M 分 别 为 F(z) 在 


n 


[z ,zx,] 上 的 最 小 值 及 最 大 值 . 


“6. 


BË. 


"7. ж fla ')K f(b ) 存 在 , 则 F(z) 在 (ae,o) 内 一 致 连续 . 
总 习题 一 (第 74 页 ) 


1. 


(1) 必要 ,充分 ; (2) 必要 ,充分 ; 
(3) 必要 ,充分 ; (4) 充分 必要 . 


Zad 
3. (1) (B); (2) (B). 


. (1) (—°o,0]; (2)[1,e]; (3) [0,tan 1]; 


(4) U |2nx - #2nx + >]. 
„2 


5. Дух) = f(z=),g[g(=)]=0,f[g(=)]=0,g[f(z=)]= g(x). 
6. Ж. 

7. у= È, Or- a) Манаа (0<a<2x). 
"8. В. 

9. (1) œ; (2) уз (3) e; (4) -уз (5) авс; (6) 1. 

10. a =0. 

11. x=1 是 第 二 类 间断 点 ,x =0 是 第 一 类 间断 点 . 


- 377. 


12—13. Ж. 
14. (1) 8 (2) у=2х +1. 


第 二 章 
习题 2-1( 第 86 页 ) 


1. = 


3. (1) C (100) = 80( 元 / 件 ); 
(2) C(101) – C(100)=79.9( 元 ) 关 80( 元 ) ,边际 成 本 С (z) 近 似 于 产 
量 达 到 z 单位 时 再 增加 一 个 单位 产品 所 需 的 成 本 . 


4. -20. 

5. 咯 . 

6. (1) -f (xo); (2) f (0); (3) 2/ (хо). 

7. (B). 

8. (А). 

9. (1) 42°; (2) 2273, (3) 1.62%"; (4) - = ti 
(5) - 5: (6) Bz¥; (7) Fz. 

10. 12 m/s. 

11. 略 . 

12. k my l. z. = -Faka y leens si 


із. 04218312 (1+3) =0; 


RANEA i. + 1 23. =o. 
14. r-y+1=0. 
15. (2,4). 
16. (1) 在 zx=0 处 连续 ,不 可 导 ; 
(2) 在 zx=0 处 连续 且 可 导 . 
17. a=2,b= 一 1. 
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18. f. (0)=0, 广 (0)= 一 1, 了 (0) 不 存在 . 


19. 


20. 


cos z, х<0), 
I (8 х220. 


W. 


习题 2-2( 第 97 页 ) 


1. 


2. 


略 ， 

(1) 322 - $ +2, (2) 15z2—2"]n 2+3er; 
(3) sec . х +тап х); (4) cos 22; 

(5) (22241), (6) Зе“ (cos х -sin х); 
mips, (8) 21522, 


- (9) 2z]n хсо8 z + хсоѕ x- ха rsin х; 


1 + $1п # + соз £ 


(10) (1 + cos і)? 


+ . 
. (1) yl,- -3 y= 


(2) gs) | 


(з) 0) = NORE 


4. (1) (1) = v- gt; (2) t= 一 
5. 切线 方程 为 2z - y=0. 法 线 方程 为 x+2y=0. 
6. (1) 8(2=+5)°; (2) 3sin(4 — Зх); 
(3) -6хе?"» (4) үйл 
(5) sin 2x ч (6) - 2 23 
CQ 一 并 
(7) 2zsec (x°); (8) r 
(9) As (10) -tan х. 
1 х 
7. (1) 一 : (2) ————; 
) > — х? М (1-х) 
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1 


(3) е 

реа. 2 е 
(5) х(1+ 13 r)’ 
(7 : 


“2-8 


(9) sec z; 


2arcsin 5 

A NE 
4- z 
(3) In > 


OTETA 


(5) nsin" ‘zcos(n +1)x; 


(7) ———i 
2 / 1- x (arccos х)? 
1 
ч) /1-241-22 
о. ГО) (х) + р(х) (x) 
М Р(х) + а(х) 
10. (1) 227 (>°); 
11. (1) e "(- х +42 - 5); 


4 х 
(3) gy arctan =; 


1 
> sk—; 
e+e +2 ch 


2 „21 
- мӣ ХЭЭ” 
, 


(7) “ан 
w T 


(5) 


(9) arcsin 53 


"12. (1) 81 (58: х) сй х: 


1 
(3) xch“ (ln 2)" 
х 2х | 
(5) ch (1-х) ' 
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75 (cos 3x + бзіп 3х); (4) : 


||. 
x Jz -1 


(6) 2хсоз 2r -sin 2z 


9 


х 
(ву 
(10) cse л. 
(2) esc x; ~ 
arctan т 

И ын 
| “5013 
6) гүүн 
(8) | | 

zln x'inlin х)’ 
(10) - - 


(1+х)/ 2х(1-х). 


(2) sin2+[ f (sin x)- f (соз 231. 

(2) sin 2xsin( x°) +2xsin: xcos( x’); 

(4) цэнэ. 
т 


1 1 
(6) т 2 , 


24241 


(8) ———— 
4 V zV xz +V x 


(2) e®" (ch х +sh2x); 
Е 


2х 


(6) ===: 
r +2+ 二 2 


1 


(7) жт = (8) 1+2sh z; 
ЭРГЭМ 2 4 
(9) th т; (10) grel E41) 
13. (х) а(х) хо 处 可 导 ,其 导数 为 (х„)е( хь). 
14. 略 . 


习题 2-3( 第 103 页 ) 


2200) 46-25 (2) 4e, 
x 
(3) —2sin х ~ хсоѕ х; (4) —2e 'cos t; 
= а? | аз ) 
(7) 2вес хїап т; (8) бх 5 i 


(9) 2arctan х + 2 (10) єбє zata, 
l+ x x 


4” 2 25 T 
(11) 2хе (3-2х ); (12) üt)” 
2. /7(2) =207 360. 


3. (D2F a) e e (2) СОР) r, 


r. 
4. i. 
5. q = - Ao sin wt. 
6. K. 
dr 
7. — = f(r)f (x). 
8—9. B#. 


10. (1) – 4e" cos х; (2) 2%'( — x°sin 2x + 50хсоз 2x + 12254 2х). 


“11. (1) я!; (2) 2"'sin|[2z+ (n - 2] : 


(3) (- 1)” л А n {айыбын 


12. (-— 1)" ! n! (14223). 
n-2 
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习题 2- 4(% 111 页 ) 


1. (1) -7-, (2) 9-2, 
yor y тат 
езу. Е 2 

(3) —== (4) s 

2. 切线 方程 为 x+ y-a =0, 法 线 方程 为 -y=0. 

1 b° 
3. (1) -5; (2) -—; 
y а у 


(3) —2cs (х + y)co (х +y); (4) e СЕ 
(2- y) 
1 
4. i] eres үкү)! 


(2) з = [5 25201 


(3) х: 1 4 5 J: 
2(z+2) 3-х 2411 


т 


1 1 
1 -e | 一 + Нүх ү 
(4) ZV zsin z /1-е [+ teot z Х1-2)1 
3b cos 0 — 0sin 0 ` 
5. (1) 508 (2) г-яд6-6бсол0 
6.43-2 


7. (1) 切线 方程 为 2Y2x + y 一 2=0, 法 线 方程 为 /2x -4y-1=0; 
(2) 切线 方程 为 4z + 3y -12a =0, 法 线 方程 为 3x -4y+6a=0. 


8. (1) Эз (2) - 2-3 
(3) е” (4) Pty 

. 9 зү, 2-1 

9. (1) MIET ); (2) “7 


10. 144х т? /5. 
11. 16.20.204 m/ 

š 255 m min. 
12. 0.64 ст/тіп. 


518 2-5(# 123 7) 


1. Ат=1Ш,Лу=18,ду=11; Az=0.1 时 ,Ay=1.161,dy=1.1; 当 
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Ах-0.01 ,Ау-0.110601,4у-0.11. 
2. (a) Ay>0,dy>0,Ay ~ dy>0; 
(b) Ay>0,dy>0,Ay~- dy<0; 
(с) Ay<0,dy<0,Ay -dy<0; 
(d) Ay<0,dy<0,Ay ~- dy>0. 


3. (1) [Jaz (2) (sin 2x +2xcos 2х)ах; 
x : 
(3) (ж 51у dzi (4) ж-д, 
(5) 22(1+ х)е ах; (6) е" [5іп(3 – х) – со5(3 – х) Јах; 
= -,-1<2<0, 
(7) 4у= И 
х 
一 ,‚0<2<1; 
М1- z 
(8) 8 ап(1 +222 )ѕес (1+ 2х°)ах; 
(9) -dz . (10) Awcos( wt + ф)а. 
4. (1) 2> + G; (2) += + С; 
(3) sin 上 + C; (4) - —cos өх + С; 
буйцаа! (6) —e +С; 
(7)24х4С: (8) tan 3: + C; 


5. AHSA, 


б. 约 减 少 43.63 ст’ ; 约 增加 104.72 cm . 

7. (1) 0.874 76; (2) —0.965 09. 
8. (1) 30°47"; (2) 60°2'. 

9. tan 45'2=0.013 09;1п 1.002==0.002. 

10. (1) 9.9867; (2) 2.005 2. 
1 2 

11. 2%. 


"12. 8, =0.000 56(rad) = 1'55”. 
提示 : 先 求 出 中 心 角 a SR: 的 函数 关系 式 ， 
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总 习题 二 (第 125 П) 


1. (1) 充分 ,必要 ; (2) 充分 必要 ; 
(3) 充分 必要 . 
2. n!. 
3. (D). 
ат 
а 122 
букыл, 
之 
6. (1) £. (0)= f, (0)= (0) =1; 
(2) f. (0)=1, f. (0) =0, ORFE. 
7. 在 x=0 处 连续 ,不 可 导 . 


cos + 
р гш. (2) гэрч 
(3) sin х'1пїап z; (4) 3 ; 
М1 + е2" 


(5) art] – Ја т). 


9. (1) – 2соѕ 22 1а z- Zsin 2x 一 一 ; 


. 
— 
о 


2 
(2) Tm. 

. (1) ia n+) а) 
(2) =D" EH 


11:40): 
е 


12. (1) sx = ~ tan 6, С = веб безс 0; 


13. 切线 方程 为 x+2y-4=0, 法 线 方程 为 2z - у-3=0. 
14. 切线 方程 为 y=2x - 12. 
提示 : 先 求 A1), (1), 下 利用 周期 性 , 求 /(6),/ (6). 


15. y=H[2(E) +3[£) ]. 


. 384 - 


16. -2.8 km/h. 
17. 1.007. 
18. 约 需 加 长 2.23 cm. 


第 = = 
习题 3- 工 第 134 й) 
1—4. Ж. 
5. 有 分 别 位 于 区 间 (1,2),(2,3) 及 (3,4) 内 的 三 个 根 . 
6—` 13. K. 
14. 提示 : 令 pg(z)= f(z)e 7, ЖЕН ф(х). 
“15. K. 
习题 3- 2( 第 138 页 ) 
1. (1) 1; (2) 2; (3) cos a; 
3 1 M m-n 
. (4) T5: (5) ийг (6) са" 3 
(7) 1; (8) 3; (9) 1; 
(10) 1; (1) 4; (12) өө, 
(13) - >: (14) e°; (15) 14 
(16) 1. 
2—3. Ж. 


习题 3-3( 第 14571) 


1, f(r)= -56+21(x -4)+37(x -4) 411 1-4) + (2-4). 
2. Рх) = х" -9z +30z -45х*+30х*-9у +1. 


- ВЭ 1 = 2 1 5 2 加 中 ЕЕ 3 _ 
3 4)- 6405-4) + р (z 4) 

s = 4 
m с SEE (0<0<1). 
41 16[4+ 0(<x – 4) ] 


1 
3:2) 


4. 1а rz=l2+(r-2)-sr(r-2) + (x —2))— + 


. 385 > 


(- 1)” a- 2)" +o((x-2)"). 


.二 = -[1+(z+1)+(x+1) += +(x+1)"]+ 
ntl (x+1)"''! 

а ç <1). 

(-1) iroa 0059 1) 
. tan ахлах 

х" п 
xe" = x + >° Ер. рут * ox) (0<0<1). 

‚ Vex1.645. 


‚ (1) 4304-3.107 24,|R,| «1.88х 1077: 


(2) sin 18°=0.309 0,1К,1«1.3х10 7. 


"10. (1) 2; (2) £: (3) -5 


习题 3-4(8 15271) 


1. 
2. 
3. 


4. 
5: 


6. 


单调 减少 . 

单调 增加 . | 

(1) 在 (-e,-1.[3,+ceo) 内 单调 增加 ,在 [ -1,3] 上 单调 减少 ; 
(2) 在 (0,2] 内 单调 减少 ,在 [2, + co ) 内 单调 增加 ; 


(3) ÆC- =,0), (о, | 1, + =) 内 单调 泸 少 ,在 [十 ,1 上 单调 增加; 
(4) 在 ( оо, + oo ) 内 单调 增加 
(5) (о agia ely oo ) 内 单调 增加 ; 


(6) (=, +a], La, + oo ) 内 单调 增加 ， ЭЕ а,а | 上 单调 减少 ; 
(7) 在 [0,7] 上 单调 增加 ,在 [ ,+ co ) 内 单调 减少 ; 
(в) 在 | 至, 笃 + 呈 | 上 单调 增加 ,在 | 衬 + 可 ,至 + 于 | 上 单调 减少 


(k CZ). 
(D). 
НЫ. 


(I) a > 二 时 没有 实 根 ， 


(П) 0<a< 二 时 有 两 个 实 根 ， 
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(H) а= АЯ хе 一 个 实 根 . 
7. 不 一 定 . (2) = x +sin + #gE( - о, шаа аас 但 (2) (- о, 
+ co ) 内 不 单调 . 
8. (1) 是 凸 的 ; 
(2) 在 ( - oo ,0] 内 是 凸 的 ,在 [0, + ce) 内 是 四 的 
(3) ЖШ; — (4) ами. 


о. (1) 9 [5.27 (оэ. |+ жй, лЕ[ 3. + WD; 


(2) йч (2, 2}, - оо ,2] 内 是 凸 的 ,在 [2, + co ) 内 是 四 的 ; 


(3) 没有 拐点 ,处 处 是 凹 的 ; 
(4) 拐点 {一 1,1n 2),(1,ln 2), 在 (- о, = p] tl, + oo ) 内 是 凸 的 ,在 
[-1, 上 是 目的 ; 


(5) Baget) a(-y Aem E|, % ) 内 是 后 的 ; 


(6) 拐点 (1, 一 7), 在 (0,1]j 内 是 凸 的 ,在 [1, + co ) 内 是 目的 . 
10. Ж. | 


“11, йҗ:(-1,- б |2: -(3,-1233 | (2+3, түз | 


To -43) 4(2 +43) 
3,_9 
12 а 一 5,05 5: 
13. a=1,b= -3,с= -.24,d = 16. 
14. k= +12, 


i 15. (x „f o DABA. 
习题 3- 5(%Ë 162 页 ) 


1. (1) 极 大 值 F(-1)=17, 极 小 值 (3) = -47 
(2) 极 小 值 F(0) =0; 
(3) 极 大 值 /(51)-1,8ЛЧН 00) =0; 


(4) вх r +)= +: 


(5) вх /部 = 16 205; 


(6) 极 大 值 1(0)=4, 极 小 值 f( у= 
. 387 ， 


(7) 极 大 值 йт + 285 = *" , 极 小 值 1 + (22 + x] = 


42 J QDE (АЄ 2); 


- 2, 
(8) 极 大 值 Ке) = е; 
(9) 没有 极 值 ; 
(10) 没有 极 值 . 
2. Ж. 
3. a=2,f( 5 33848. 
4. (1) 最 大 值 /(4)= 80, 最 小 值 F(-1)= -5; 
(2) 最 大 值 f(3) = 11, 最 小 值 f(2)= - 14; 
(3) 最 大 值 /[4)= 125 828 E 


5. 当 x=1 时 函数 有 最 大 值 29. 
6. 3⁄4 >= -3 时 函数 有 最 小 值 27. 


7. 当 x=1 ВА КИНА. 
8. 长 为 10 m, 宽 为 5 m. 


10. 底 宽 为 22. =2.366(т). 
T 


11. Ч a =arctan g = arctan 0.255-1472 时 ,可 使 力 下 最 小 . 
12. 杆 长 为 1.4 m. 


13. p= 236. 


14. 34 ф= 54°13' it, BRT m ЛЖ ЕЛ 7.506 m, 而 柱子 高 只 有 6 m, Pf 
以 能 吊 得 上 去 . 

提示 : 设 吊 臂 对 地 面 的 倾角 为 o 时 , 屋 架 吊 起 的 高 度 为 ,建立 有 与 9 间 的 
函数 关系 式 ,然后 求 出 КІЯ. 

15. 1 800 元 . 

16. 60 元 . 


习题 3- 6( 第 169 A) 


1, 在 (- ceo,-2] 内 单调 减少 ,在 [ -2,+ ce) 内 单调 增加 ;在 (- оо, - 1], 
· 388 - 


[1, + oo) 内 是 凹 的 ,在 [ — 1,115 ВИ: 388(-1,-2), (1,2: ht 


BPE r, 
f( -2)= 5° 


2. 对 称 于 原点 ;在 (- оо, -1j,[1,+co) 内 单调 减少 ,在 [ -1,1] 上 单调 增 
` 加 ;在 (- co,-Y3],[0,V3] 上 是 凸 的 ,在 [ -V3,0],[Y3, + co) 内 是 凹 的 ;拐点 


( -уз, -УЗ),‹о.о). (3.3) жй с) = -去 , 极 大 值 f(1) = 二 :水平 
渐 近 线 y=0. 
3. 在 ( - co ,1] 内 单调 增加 ,在 [1,+ ~) 内 单调 减少 ;在 ( - °,1-У?], 


+, оо дадено, [1-7 2] renta li 2.1). 


9 
e 


V2 £) ; 极 大 值 /(1) = 1; 水 平 渐 近 线 у=0. 

4. 在 (- co,0)， (0.23 ammas, 8: 78, хоо) ич алив E оо, 
-1],(0, + co) 内 是 凹 的 ,在 [ - 1,0) 内 是 凸 的 ;拐点 ( - 1,0) ДЭ - 
342:8 ШИН х =0. 

5. ERA r*+ g) (AEZ); 周 期 为 2r; 图 形 对 称 于 y йлЕ(0,1 


部 分 : 0.2) (Тер) (нан t [0,7 |р ЖШ, Ж 
(Pajaran alg F arun (Fa | 内 是 捉 的 ;拐点 {至 ,0); 极 小 


值 F(0) = 1, 极 大 值 fx) = -1; 铅 直 浙 近 线 =F, 


习题 3-7( 第 177 Я) 
1. K =2. | 
2. K=lcos х|,р= |зес zl. 


3. К=2,0= +. 


4. К = 


Заѕіп 24, 
389 · 


v2 _In2 : í 
5. (02, -52 ) 处 曲率 半径 有 最 小 值 
6. 88. 

7. 2J 1 246 N. 


提示 : 沿 曲线 运动 的 物体 所 受 的 向 心力 为 下 = "> ,这 里 m 为 物体 的 质量 ， 
о 为 它 的 速度 , o 为 运动 轨迹 的 曲率 半径 . 
8. 2145 400 N. 
参看 上 题 提示 . 
`9. (6-3У + (9+2) =8. 


= 2 2 
“10. — 0) (3-4) = 125. 


16 
а= + р, 
"Lig ; 或 27р@ =8(а- pY. 
й= = 
b 


习题 3-8( 第 182 Л) 


1. 0.18<2<0.19. 
2. -0.20<2< ~ 0.19. 
3. 0.32<2<0.33. 
4. 2.50<#<2. 51. 


总 习题 三 (第 182 1) 


1522. 

2. (1) (B); (2) (0). 

3. AaS lal rE bAi]: 

4. ka. 

5—9. 略 . 

10. (1) 2; (2) 5: GeF; (4) аата, 
11. Ж. 

12. a =e ЛМЕ 1- +. 

13. (1,2)ffl( —1, —2). 

14. УЗ. 


15，( 至 ,处 曲率 半径 有 最 小 值 1 
16. 2.414< x, <2.415. 
"17. 提示 :可 以 先 用 一 次 洛 必 达 法 则 . 


“18. 提示 : 先 对 lim ktn- 1 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 


КУ кг (= 


19. 提示 : 记 а= (1-1), + ta, , ЙЕ 
f(z Jfr) + (а) (к лу]. 
然后 在 上 式 中 分 别 令 хх, 及 x=;, 可 得 两 个 不 等 式 , 由 此 推出 结论 . 


4 
үз? 


20.а= 


1 
+: 


习题 4- 工 第 192 页 ) 
1. W. 
ИА 
2 (1) хоо 
(3) 2V/< + G; 
(5) - фае +С; 
(7) 2+; 


(бу / S a €s, 
£ 


.3 1 
(11) m +£ = = РС 


(13) 2e +31] 2 | + C 
(15) e -2 x+ G; 


2 T 
s(3) 
(17) 2r- x +C; 


In 2-In3 
(19) ziig, C; 


(21) sin x -cos x+ С; 


(2) тт? + С; 


(4) КЫ С 


тіп 


(6) Шут +С; 


mtn 


- 
2 
2 


5 
(10) Q j жЕ 


х +22 +С; 


z? 
(8) 3 z 


(12) 2 Vz 1? + $r? +C; 
(14) 3arctan z —2arcsin z+ C; 


(16) С, 


pat 


(18) tan >= —sec = + C; 


(20) этап ХАС 
(22) - (cot x +tan 7)+C; 


” 391 > 


Эс 


6. 
7. 


. (1) s=20; = —Ët2; 


(23) —cot >= — = + G; 
(25) x- arctan z + G; 


1 
2 


答 ;刹车 加 速度 为 -4 m/s . 
y=lnzx+l. 

(1) 27 m; 

略 . 


习题 4-2( 第 207 页 ) 


1. 


2. 


1 1 

(1) 73 (2) =: (3) 
1 1 

(5) >; (6) 12! (7) 
2 

(9) Б 

(13) —1; (14) -1. 

(1) 1 “+С; 


S ° 
(3) --у!а|1-2>| +С; 
(5) - Loos ах = bef + C; 


оо 
(7) FS +C; 


(9) -4(2-32°)? +C; 
(11) $ In(2°+2r+5)+ C; 
1 
(13) 二 一 一 十 C; 
2cos т 
1 "I ` » 
(15) Ttan z+ G; 
1 


arcsin + 


(19) —In|cos /1+ 2 |+ G; 


(17); = 


* 
? 


. 392 - 


Orea ора 209; 


(24) -cos 0 + 0+ С; 
(26) >? – х + агстап ++ С. 


(1) у= (43 -6r +10258); (2) z=Ñ+2:-2. 


200， зуры. 


(2) /360==7.11(s). 


(8) 一 2; 


(10) +; (11) -5i CY 


(2) - 1(3-2:)* + C; 
(4) - 02-32) + Ci 
(6) – 2созУ/: + С; 
1. 2 
(8) —sin(= )+ С; 
3 4 
(10) -inll-z | + С; 
1 
(12) -3gs (ot + ф)+ С; 
3 ,3⁄— 5 
(14) > V (sin х — cos х) + C; 


(16) 1 In | + CG; 


ТО" КУ 
21а 10 


(20) (агсгапу х)? + С; 


(18) - +С; 


1 


(21) --г--4С: (22) In|tan + | + C; 
т\п + 
3 
(23) > (In tan z)” + G; (24) sin £= +C; 


(25) $ + за 2(wt + ф) + C; (26) -усов z -үүсов 5х + С; 


(27) Трэш ЭЛ ар > + G; (28) зп 2x- F зїп l2r+C; 


(29) F secx ssar tO: (40) arene kC: 


(31) Larcsin 22 + 1V9- 4x + С; 


(32) {меч +9)+ С; (33) -ph 2 


— 


1-2 +C; (35) Zin |z-2|+ Tin |z+1]+C; 


(34) |27 


2 


(36) ий = = a` = ) +s 


(37) arccos + G; (38) 


2 
| х | /1+т? 


(39) V x° — 9 – 3arccos 157+ С:040) м 22 -1а(1+у22) +С; 
Е 


+C; 


(41) arcsin х — 


(42) — (arcsin zr+|]n|.r +y 1 一 2 1)+ C. 


(43) 于 In(z: +2х +3) -Viarctan Z Ll + С; 


V2 
ал 3 
(44) zate + 1) + arctan nre 
2 \z +l 


习题 4-3( 第 212 页 ) 


l. -хсо8 ++ sin x+ C. 
2. z(In z< -1)+C. 
3. xzarcsin + +/ 1— 2° + C. 
4. -e “(т+1)+С. 
l 


Р 3x In zr- гээ + С. 


сл 


393 · 


6. z (sin х — соз z) + C. 


2 3, = + 
7 179 (cos 7 +485.) +С 
8. 2xsin > + 4cos +С. , 


9. + z'arctan 工 一 二 + 11 +х*)+ С. 


1 ы ` 
: эсш + хап х +.1п]соз х | + C. 


Ж. s 5 
1, 2 “sin z + 2z:cos л — 2sin > + C. 


12. = (+ 到)* C. 


13. х х - 2510 z +22 + C. 


= 


1 ы: д 
14. 4 *©% 221 sin 2х +С, 


3 
| д” 1 : : 
15. үл + > sin х + хсоз ж — sin + + C. 
1 


22 ха 32 1 321. : 
16. = (2° – 1)а( 2 1): qz 75% +С. 
17 -4. цэг cos 2x + Z sin 22+ C 
. 2 < 2 ` 2 . 


18. - (ёт +3? х + 6ln z + 6) + С. 


оаа SD 


20. > (cos In z+sinlnz)+C. 


21. а(агсѕіп х) +2 /l1- х?агсѕіп х —2x + C. 


22. +e = те sin 2. 一 he" cos 2х + C. 
23 8 Гага” ж + C 
23.5 : 7 : 
24. = (Уз +9 =] ЭЭ? У 


习题 4-4(8 218 页 ) 


1. Lat- за? +00 - 27112 +3| + C. 


2.1а|х®—-2|]-+1п|к+5|-+Е С. 
. 394 > 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


E 


. In|z + 1| — Заба" -x +1) 4./Загссай 


“аж 


.一 ]n 


”x+z+l / КЕ 


1 
， 一 一 arctan 


1 £= 1 


2 


(х — 22: + 5) + arctan + C. 


‚ [| -зүш(а +1) + C: 


2r- 


3 


lic 


1 tglla’ -1+ C. 


, 2In| z +2] -hlz+1l -a|z +3| + C. 


1 1 


ga tz + + аа —4| к + Ll 2511 55512723 


‚ In| z | -Ihlz+1l 一 二 n(x + 1) — +arctan z+ C. 


31 
xti 


l х%®+1 ,v3 2х +1 


1 
— — arctan x + C. 


2 


ШШ у. ames 本 arctan `3 + C. 


+ 
т 十 必 十 | 


1 
，arctan z — —— + C. 
工 


+1 


х+1 4 2х +1 
—arctan 


+С. 


2tan т 


24/3 43 k 


2tan > + 1 


—arctan ——ə n + C. 


V3 43 


х 
Ltn Z| + С. 


Їл 


Лх 
3tan > + 1 


一 arctan ——ə— + С. 


45 45 
“(кту =з т+1+3а|1+/1+х| +С. 


3 2 
эх ту х +4 + (ух +1) С. 


“395 


21. zx-4vzxzt+l+4in(vVl+zxz+1)+C. 
22. 2/z-4J7rxr+4ln(Zz+1)+C. 


23.1 l-r- vl r vltr + arctan, | H + 
ау у 1+2 
或 ln arcsin х + С. 
3 fz+1 n 
24 > ee 


习题 4-5( 第 221 页 ) 


ik Jin|2z + /422 —9| +С. 


1 х +1 
2. 本 arctan 7 ХОС, 


л 
4. > 2: шэн ЭЭ э (r+ /227 +9)+ C. 
был. жы лын 


б. S= (sin х + 2cos +)+ C. 


7. БИЙ FIGYI +С. 


+ 1 х 
8. 189 +27) + 54819181 3 С. 


18(9 + 
l cosx, 1 х А 
9. “7.2 2" anay +G. 


= ду 


10. — "үз (2sin Зх + Зсоѕ За) + C. 


sin8x 51022 
= + 


16 4 
12. хіп л-3:їЇ + бх z — 62 + С. 


+C. 


B si 
= 
14. 2 у x< - 1 ~ 2агсїап у z+ —1 + C. 


15. түттү t +arctan т + С. 


2(1+ x°) 
。 396 ` 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


+ C. 


1 
arccos —— 
| х | 


9 [inl2+3z1 + үй, 


_2_ 
2+3х 


82,222 4325 
cos Sin т, Scos rsin x 


+ 2008 тэш t y 3 (2e + sin 2х)+С. 


6 24 


а l н ы s гары 


2 


1 V3tan 5347 
---1|------1214С. 
V21 | un Z -v7 
А шэн Vn 1+C. 
。arcsin z +/ 1— z° + C. 
1 7 31221121 
. | —2z -1| + 二 In 
т /2 = 
7 1 3 21-1 
1+ x- х + arcsin + C. 
r-r > /3 
>. 125 125 2х 


“125 “1657 37 “үр arctan — + C. 


总 习题 四 (第 221 页 ) 


21 je -1| 
“х2 e" +1 


:2(1-1) 1-а 


. 62319 


+C. 


1 1 +С. 


3 3 
а tr 
一 
ат 


l + 


‚ In|z +sin х| + C. 
. In z(In 1а = -1)+ C. 


1 . 2 5 
arctan sin T+ C. 


2 

1 3 I 
: y tan r-tnrtrtC.. 

1 

8 


ЁС 02 一 > cos 4х — cos 25 | HG. 


° 397 > 


1 ЖО КОКО 
9. тіп! эд (х +4)+ С. 
айа са +С. 
ll. In| z+ 4+ yrit) |+ С. 


10. aarcsin 


1 зр š . л 
12. + у q sin тагт а Сов 2х + С. 
13. pre” (acos bx + bsin bz) + C. 


nytte -1 шоо 


14. +C. 
м 1+е +1 
15. ш 


16 1 E+ |+C 
3a Ма z (a х?) 
Мажа) м+ж а? 


18. (4-2х)со8/ z +4 / хзіпм z + С. 

19. х1п(1+ 22) - 2х + 2агсіап z+ C. 
sin £ 

е 2со8 2 


21. (x+ гээгдсэн С. 
22. Valn| 


= > In|sec х +tan x| + C. 


сө |) +С. 


CSC — 
5 
4 
23 2 


1 Br 


4 рээ! 
24.2 ЕА ан 46. 


4 ЗОВОО 


g агстап х°* +C. 


| 1 x 1 854 
===: нэ — + 

25. зп 3— | t rgarctan > C. 

26. 一 和 +x+C 或 sec +x-tan х + C. 
1 + тап > 


27. хїап + С: 


28. её" "(х sec х) + С. 
。 398 · 


29. 


30. 
31. 
32. 


33. 
34. ——— 


35. 


36. 
37. 
38. 


39. 


40. 


T 


ТАТТИ C. 


a +C. 
Ite n © 


arctan(er —e *)+ C. 


те" 
е +1 


хіп (х+у 1+2?) - 201+ хх и(х+/ 1+ х°)+2х+С. 
хіп z —1л(х+/ 1+хх?)+ С. 


—In(1+e")+C. 


Vitr’ 
于 (arcsin х)? ++ 1 一 zarcsin х -3р3 C. 


-Ly 1 — xz? ( x? + 2)arccos zz(z +6) + С. 
—In|ə|csc = + 1| + С. 


In|tan л | С 
25іп х 


+In(2 + cos х) = 21801 + cos еве х)+ С. 


31 tan (272) - 1+/2|, 
гү саа(:/2)-1-42 


Ry 
> (sin х — cos х) 


第 + = 
习题 $S-1( 第 234 页 ) 
‘(6 -a’) +b- a. 
2. (1) Z-a’); Uyesi 
3. K. 
4.(0)24: (2 (3) д; (4. 
5. a=0,b=1. 
6. In 2540.693 1. 
7. (1) 6; (2) —2; (3) —3; (4) 5. 
8. 88.2 kN. 


. 399 >» 


9: 


略 . 


á 
10. (1) 6< | ГТ 
I 


1 


2 | 

(2) я |. (1 + sin 2)4х < 2x; 
T 

(3) < K zdz < Žr; 


(4) -2ё< f, сэ ma И 


11. 提示 : шан dz >> 0. 
12. Їй. 
13. (0 | dz 较 大 ， 0) =4z Hk; 


(3) f In тат 较 大 ; (4) f хіх 较 大 ; 
(5) | “ах 较 大 . | 


习题 S- 2( 第 243 页 ) 


7. 


. (1) 2z / 1+ x°; (2) = _ 2® 


Ла Н Jir 


(3) (sin x – cos л )•соѕ(яѕіп? х). 


a(t) 38 025 
(4) 83 ` G): (б) зз 
(т) 5, вян G) -1 
(10) 1-27; (ао 02) $. 
ng. 


-400 · 


8. 提示 :应 用 三 角 学 中 的 积 化 和 差 公 式 ， 


9. (1) 1; (2) 2. 
+z, хЄ[0,1), 
10. Ф( 2) = Ф(1) (0,2) AER. 
1 1 
ул ° тЄ[1,2]. 
0, 0, 
11. @(>)= 50-83), 0-5 л, 
L, х >т. 
12. Ж. 
13. 1 
14. 1 


1. (1) 0; (2) гуз (3) +; 
4 x 43 х 
(4) 一 可; (5) < g: (6) >: 
(7) V2(x+2); (801-4 (9) Za; 
(о) ,/2-233, (11) 2; (12) 2+2 2, 
(13) 1-22; (14) (43-1)а: (ПЕ 
(16) 243-1): (17) 2: as) F+: 
(19) 0; (20) Fr (21) 354; 
(22) 0; (23) $; (24) $; 
(25) 2./2; (26) 4. 
2—6. K. 
7. (1)1-2; (2) L e +1); 
е 4 
(3) - 25, (4) (203), 3, 


(5) 40002-1); (6) F- 


(7) 106-2); (8)2- 42 


482: 
3 
(9) F. - Zi (10) 5 esinl-ecosl+1); 
(12(1--2) 
е 
1:3: Ээ эл х 
2:4:6- er т 为 奇数 ， 
(12) aw 
3» 
Dasem t) m NB 
ч 5, ээс “б. Хи" О.т. п 为 偶数 ， 
S ын s 
рауы m "т 为 大 于 1 的 奇数 ， 
J =+. 


习题 S- 4( 第 260 Л) 


(бз Ож D4 _ (44; 


2 
(5) р ъа?" (6) х; (7) 1; (8) Ж; 
8 т 
(9) 3; (10) > 


2. 432521 时 收敛 于 
取得 最 小 值 . 

3.41. 

"5 5-5(8 268 7) 


1. (1) 收敛 ; (2) ИЖ; (3) Ш; (4) 发 散 ; 
(5) 收敛 ; (6) 发 散 ; (7) ЭХ; (8) Іх. 
2.88. 


3 ANN (ОУ РОР) БУЕ 


1 
(2-1) (82) 


т +] 


(3) Го "(521 二 一 >0， 


4—5. 略 . 
· 402 > 


; 当 & 二 1 时 发 散 ; 当 有 =1- 


Inin2 ` 


— 2 


总 习题 五 (第 268 页 ) 


1. (1) 必要 ,充分 ; (2) 充分 必要 ; “(3) ий; (4) 不 一 定 . 
2. (1) 表示 曲线 y= f(x)、y= g(xz) 和 直线 x+ =a、r=6b 所 围 图 形 的 面积 ; 
(2) 表示 曲线 y= f(z) 和 直线 y=0、x=a、x=b 所 围 曲 边 梯形 绕 x 轴 
旋转 所 得 旋转 体 的 体积 ; 
(3) 表示 [zi ,ts] 这 段 时 间 内 流入 水 池 的 水 量 ，; 
(4) 表示 [TT,, T, ] 这 段 时 期 内 该 国人 口 增加 的 数量 ; 
(5) 表示 公司 经 营 该 种 产品 自 第 1001 件 至 第 2000 件 所 得 利润 . 


š 2 1 
3. (1) 30242-1); (2) ЗҮГ 
4. (1) af(a); (2) ч 
5—6. K. 


1 
1+2? 


8. 提示 :(1) 对 任意 实数 1， 
[сва + 24| 7(z)g(z)dz + [а Сағ > 0; 


(2) 利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 
9. 提示 :利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 


7. 提示 :1- z” < <1. 


10. (1) >: (2) gin 2, 提 示 : 令 = еш 
(3) + (4) 20402-1); 
(5) =; (6) >; 
242 2 

(7) T +274; (8) е (至 -arctan e`! É 
1 з 2 ` ын 
37 -%, X >< -1, 

(9) 5 +In(2+/3;: (10)41 z,  М-1«х«:, 
144, X r>l. 


11—12. 88. 
13. 1+ln(1 te '). 
. 403 ` 


14— 15. HE. 


° 16. (1) 收敛 ; (2) КЖ; 
(3) 收敛 ,提示 : 先 分 部 积分 ,再 判别 ; 
(4) 收敛 . | 


"17. (1) = In 2,8%: In sin хах = [е cos zdz; | 
й дә. St. 


! 


„еры ыя a 


(2) 二, 提示 : 令 z = 


第 六 章 
习题 6- 2( SË 284 П) 
1 
1. (1) 67 (2) 1: 
32 32 
4 204. Ж су. 55 
2. (1) 2x+ 可 ;6x т, (2) > мы 
(3) e+ 二 一 2; (4) b-a. 
9 
3. T 
4. эн 


5. (1) яаг: (2) тка? (3) 18ла?. 
6. 3ra’. 


7. (ee ”). 


5 : х , 1-43 
8. (1) тщ (2) г 2 . 
е 
9. 2: 
: 8 . 
10. 37e 


12. 


13. 
14. 
15. 


16. 
17. 


18. 


19. 
20. 


21. 
22. 


23. — 


24.. 
25. 
26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


128 64 
T usos Ta 
32.3 
10554. 


HË. 


(1) ши (2) T ол; 
10 4 2 
(3) 1602; i (4) Ta’. 


2a b. 


Lan [2(ab + AB) + aB + bA]. 


> | 


习题 6-3( 第 291 页 ) 


1. 0.18& J. 
2. 800х1п 2 J. 


- 405. - 


3. (1) 略 ;(2) 9.72 x 10° К]. 
| Z kct аз С k 为 比例 常数 ). 


，(V2 - 1) cm. 

‚ 57 697.5 kJ. 

. 205.8 kN. 

. 17.3 kN. 

. 14 373 kN. 

10. 1.65 N. 

11, Жу 轴 通 过 细 直 棒 ， 

ати) F =- Cm _ 
а Ма+ р? р" ada FE 


12. B| 38 X 82 GAE sin 多 ,方向 为 M З L А. 


+. 


A G м © Са 


F, = ст) 


总 习题 六 (第 292 页 ) 


4 

5 : 

6. /6 + (42 + /3). 
7 


4 .4 
. пг g. 


3 

1 Я 

: > egab (2h + bsin а). 
3 3 


pa м2 = 2 h? 
9. F, =z Ga’, F, = + Ga’. 


38 
сф 
їй} 


习题 7- 工 (第 298 页 ) 


1. (1) 一 阶 ; (2) 二 阶 ; (3) 三 阶 ; 
- 406 - 


(4) 一 阶 ; (5) 二 阶 ; (6) 一 阶 . 
2. (1) E; (2) Æ; (3) ЖЖ; (4) Ж. 
3. Ж. 
4. (1) у- х= 25; (2) у= хе"; (3) у= – cos х 
5. (1) y =z"; (2) уу +22 = 0. 
6. M= k r, k Н. 


218 7-2(3 3041) 


1. (1) у=е“; 


(3) arcsin у = arcsin z + С; 


(5) ғап х tan у= С; 
(7) (е +1) (е -1) = С 
(9) 32* +4(у+1)? = 


2. (1) е= (е +1); 


(3) In у= tan >: 


(5) z2y=4. 


R = R, 
ху = 6. 


мч с мл A чо 


т=— 


518 7 —- 3( 第 309 页 ) 

1. (1) у+у у -x = Cr’; 
(3) у= х? (21а|х1+ С); 
(5) ж? = Csin’ >, 

V a 

2 (I у ms 

r + у 


3. ЕК х). 


(2) у= а? +z +C; 


(4) сай |х+а-1|+С; 


(6)10*+10^=С; 
(8) ып х sin у= С; 
(10) (х-4)у* = Сх. 


(2) cos х -42со8 y 0: 


(4) (1+е”)зес у=24/2; 


. ¿= 0.0305 A? +9.64, 845 Br НОВА] #028 10 s. 
. ¿= 72 5002=269.3 (cm/s). 
ез, BRT ЫЎ. 


. ЖО 为 原点 ,河岸 朝 顺 水 方向 为 x ЇЙ, у 轴 指 向 对 岸 , 则 所 求 航线 为 


(123-4» 
al2> 37|/ 


(2) In >= Cr +1; 
х 

(4) х7-2у = Сх; 

(6) х +2уеў = С. 


(2) у= 22° (ln x +2); 


. 407 > 


"4. (1) (4y— 2-3) (у+2х=-3) = С; 


(2) In [4у + (z — 1)? ] + arctan 


2y =C; 


r—1 


(3) (у-х+1)(у+х-1) = С; 
(4) 2 +3у + 21а |х+у-2|= С. 


习题 7- 4(%3151) 
1. (1) у=е "(x +C); 


(3) y= (x+ C)e 1"; 
(5) у= sin +С 


х - 


1 
(7) у=2+ Се"; 
(9) у= (х-2) + С(х-2); 


. (1) у= —2—; 


cos T 


(3) ysin х + 5е®" = 1; 


(5) 2y = x° Ш aa ши 


.у=2(е = х - 1). 


k, 
29 4425 (5 = 4 


в(о)ах 
217(0)-80(0)| 


. (1) у= — х +ttan(<x + C); 


(3) y= 1 C. 


— e ; 
х 


k m 


k, 
ЭГ ET 


. V 


х 


21:56 


| (А). 


гаг: 


1 3 С 


алаг 6. 
35 +91 237423 


(4) у= Ссоѕ х – 2соѕ х; 


(2) у= 


(6) 30-24 Ce”; 


(8) 2zln у=1ау+ С; 


1 
> y 


2 


(10) х= Су? + 
х-1-с082. 


(2) у= 12684, 


(4) у= 204-е7%); 


=C, 求 出 后 将 о = ху 代 回 ,得 通 解 . 


(2) (x-y) = -2х + G; 


(4) y=1-sin z - —@: 


(5) 2z`y`In [у|-2ху-1= Сх? у. 


-sin х + Ce"; 


‚ (‚2 
y 
12:22 

(3) у= Се -1-2=; 
У 
-3* (3+inz 


3 
习题 7-5( 第 323 页 ) 
` 408 > 


(5) z= 
y 


(2) += +1п 


1+3 |с, 
У 


(4) 12 -rtd tce; 
y 


| +С. 


1. (1) y=+=*'`-sinz+C,z+C,; 
(2) y=(=—3)e' + Сх + C.,xz + С, 
(3) у= raretan х — In(1+z2)+ Сух + Ca; 
(4) у= -lnlcos (z + С,)| +С.; 
(5) у= Cie" —--ух®-х+ С, 
(6) y= С, || +C; 
(7) 5 = Cixt+ OC,; 
(8) Ciy m1=(C,x+C,):; 
(9) z+C,= +| ZV+) -2С, /y+ C, |; 
(10) y=arcsin( Ce") + С,. 


2. (l) y=V2=x- x; (2) у= -二 In(ar+ 1); 
(3) у= е" -Er +$ (a – 1) += (2a -а? -2); 
a 2a a 2a 
1 4 
(4) y=ln sec т; (5) y= {же +1) А 
(6) у= 1а (е +е*) – Іа 2. 
3 
ШЕ А» 
4. = Hfr Bek), 
c c c 


习题 7- 6( 第 331 页 ) 

1. (1) 线性 无 关 ; (2) 线性 相关 ; (3) 线性 相关 ; 
(4) 线性 无 关 ; (5) 线性 无 关 ; (6) 线性 无 关 ; 
(7) 线性 相关 ; (8) 线性 无 关 ; (9) 线性 无 关 ; 
(10) 线性 无 关 . 

2. у= Сүсов wr + Csin wr. 

. у= (С, + бый е: 

. ЮЙ. 

.y= Св + С,(2х +1). 


. у=Сүх + C, x° + а. 


ы с Cn A ОО 


, у= Cicos т + С,зіп x + rsin z + cos rln [cos z|. 


‚409. 


"8. у-С,х + С„х1\п|х| орар, 


2 
习题 7- 7( 第 340 页 ) 
1. (1) у= Сүе* + C;e `?" ; (2) у= С, + С-е", 
(3) у= Сүсов x + Csin z; (4) y=e “(С,сов 2х + C,sin 25): 


(5) 工 =(C + Сет"; (6) y=e (Сүсов z + Csin z); 
(7) у= C,e* + Ce * + Cicos х + Csin х; 
(8) у= (С, + С,х)соз х + (C; + C, z=)sin т; 
(9) у= С, + С, х + (С; + С, х)е"; 
(10) у= Се" + Ce + С,соѕ 3z + С, зіп З. 
2. (1) у= 4е" +26"; (2) у= (2+ х)е?; 
(3) у=е*-е"; (4) у= Зе аш 5х; 
(5) у= 2соѕ 5х + ѕіп 52; (6) y=" sin 3л. 


3, x= 二 жуд ЕЧЕИ 
Үнээр 


4. ис(1) = кей -ex (V); 


2) = 12.107 2 ( – ееп) (А), 
5. М = 195 ЭЭ 
习题 7- 8( 第 347 页 ) 
1. (1) у= Сүег + Ce +e, 


e" 


(2) у= C,cos ах + С,яп ах +— 


l+a 
(3) y= C, + Се?" + += -ġa жуаз 
(4) y= Cle * + Ce ™ + (36 -3х je 


(5) y=e (Cicos 2z + Csin 2х) 一 L re" cos 22: 


2 
Gjate a бае" + 本 (可 x+ је" 


-л О ЕГ 
(7) эг Се Сов ы ыы 
(8) у= С,соѕ 2x + С, зіп 2x + 了 cos r+ sin z; 


"410 > 


(9) y= С,соз + + С.5п х + + sin £; 


(10) у= Ce + C,e 7 Я 2z ,提示 ;sin 01 — cos 220). 
2 10 2 


2. (1) y= — соз 2 - sin 2+ віп 22: 


7 


уе” + 


(3) лг (ёл +e )-4 8, 
(4) yz€ -e * +е (х – х); 


(5) y= ll 5... 5 


Le а 
3. 取 炮 口 为 原点 ,炮弹 前 进 的 水 平方 向 为 x 轴 , 铅 直 向 上 为 у HH, ОН HH 


线 为 
х = “Cos a°, 


u 


y= vsin a" et : 


4. ис(1) = 20 – 20e 5" '[соз(5 х 107:) + ѕіп(5 х 10°;) ](У); 


(2) =4х1072е73* 19% 5іп(5 x 10°;)(А), 
提示 :电路 方程 参见 第 六 节 例 2. 


5. (1) =| Lims +28) 83:42) :=,|10(19+4У2) 2 


6. p(z) =- (cos xz+sin z< +e"). 


“习题 7- 9( 第 349 页 ) 


‚у= =Сүх +. 


pæ 


. y==(C,+C,ln| |) + х1 | +Í. 
у= Сх + С, ха х| + Cr? 


e 0O N 


. у= Сх+ C, х? + (ш r+In х) + 


ын 


5. у= Сух? + С,х`? +z. 
6. у= х[ Сүсоз(/З1п х) + Csin(V3ln xz)]+ ЭГ х). 


7. у= Сх? + С, ха + 并 + mn. 


. All > 


8. у= C,x 5 С, сова х) + C,sin(In х)]+ (In х-2) +32]һ z. 


“习题 7 一 10( 第 352 页 ) 


y= Се" + Ce * : 
1. (1) f Ке 
z= Ce - Ce T, 
(2) х= Сүе' + С,е ' + С,соз t + Csin t, 
у= С,е' + C;e '* — С,соз г — Csin £; 
(3) с. Cicos t+ Csin ғ, 
у= -Csin t + С,соѕ t; 
- I+ t -1- t 2 t 1 2/ 
х= С 1 +15) + С,е 1-у15) 549 ur ) 
(4) pa 
y=(-4-V 1)Ce A – (4-15) С, ее; 
С, 一 3C， 3С, + С, ә 
xr = —— sin t 一 — = s t-t + / + 3, 
(5) 5 5 
у= C,cos t + C;,sin г +21 —3⁄ —4; 
ee era 02 сови. 
(6) a 
2114 -5: -4 6lsin z – 33cos t 
Жаксы ан ет ааа 
х= зіп, 2 = cos t, r=e!', 
2. (1) | бу з) | 
ул cos t; y=sn t; y=4e : 
| 1 
= 2соз і — 4sin ¿ — >e, 
(4) Г 2 
у = 1451п t — 2cos t + 2e' ; 
(5) ал. t +3sin t —2e ” —2e 'sin t, 
y = sin z – 2с05 z + 2е “cos t; 
ПЕ РАИС ЛЕО. 
77 ший * + үе tyit 219” 
— 18 -+! 1 7 -++1,_26 
y 17° ПЕЕ З ает е 
总 习题 七 (第 353 页 ) 
1. (I) 3; (2) у = e Peou || ссхэе! гах + с); 


(3) у= (х,у), у sF =0; 


‚412. 


(4) y=C,(z=-1)+C,(>z°- 1) +1. 


2. (1) у (y? +1)=1; (2) y -3y +2y=0. 
= = С. ЗЕ С. 
3. (1) = — / zy= С; (2) y ах + р; 
(3) х= Cy +n у--у (абет жа 401 


(5) у=1п|соз(х + С,)| + С,; (6) у= (ene +e- cr-C ), 
1 


(7) y=e "(Cicos 2z + C,sin 2z) — 全 cos 2х + 二 sin 2х; 


(8) у= С, + С,е" + Ce `> + (к> -zje -zx 一 工 ; 
(9) х= Су + y‘; (10) у =a’ + Э-ту+ С. 
42(1) 54152 :»)-3 50: (2) у= —In(az+1); 
(3) y=2arctan er ; (4) у= ze" + +sin а. š 


5. у= х- хі z. 

б. #7 250 m°. 

7. ф(х) = соѕ х + ѕіп х. 
8 

9 


.ф(х) = м аап Ут 
. Юй. 


710. (1) у= (С +С,а11): (2) у- Сүх + С.а? +z. 


х= (С. +C) ++, 
"11. (1) 


у= - (С, +С, + C; t)e 一 
х= С, + Ce ' + Ce * 9 


(2) 


у= C,e ' л, Сү + Ce” tge . 


. 413 + 
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